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Avant-propos

La collection Mathématiques au service de I’ingénieur trouve son origine dans I’approche intégrée
développée par Pierre Lousberg, Docteur en Sciences Mathématiques, qui fut chargé de cours pendant
de nombreuses années avant de prendre la fonction de directeur d’HELMo Gramme de 2014 a 2019.
Cet avant-propos est un hommage a cet héritage qui reprend donc en grande partie ses mots et ses
intuitions pédagogiques.

Les ouvrages de cette collection sont régulierement remis a jour par les enseignantes et ensei-
gnants titulaires des cours et constituent le support de la formation mathématique des ingénieures et
ingénieurs industriels de HELMo Gramme.

En accord avec la devise de 1’école « Savoir pour servir », I’enseignement des mathématiques
est destiné a €tre au service des cours scientifiques qui les utilisent. Les concepts théoriques sont
donc, le plus souvent possible, illustrés par des exemples empruntés a d’autres disciplines et certains
exercices se rapportent a des situations concretes rencontrées dans d’autres cours. L’ approche se veut
progressive, en introduisant les concepts au moment ot les cours en question en ont le plus besoin. Elle
se veut aussi pratique en développant les méthodes numériques en parallele des méthodes analytiques
classiques.

D’autre part, les manuels de cette collection se veulent étre au service des étudiantes et des étu-
diants. Ainsi, seules les notions théoriques jugées essentielles a leur formation ont été abordées, avec
une volonté de concrétisation et d’efficience, en les illustrant par des exemples et en les dépouillant
de développements inutiles ou trop abstraits. Dans le souci d’étre complet, certaines démonstrations
ont été maintenues, bien qu’elles ne soient pas vues au cours, ceci afin de permettre a 1’utilisateur
ou I’utilisatrice qui le souhaite d’approfondir ses connaissances théoriques. En outre, chaque chapitre
propose une liste d’exercices variés avec leurs solutions et de nombreux exemples mettent en évidence
les modes de raisonnement et les méthodes de résolution les plus couramment utilisés.

Nous espérons que cet ouvrage apportera une aide efficace a toute étudiante ou tout étudiant ayant
la volonté de maitriser les concepts mathématiques indispensables a sa formation.

L’équipe des enseignantes et enseignants en mathématiques de HELMo Gramme.






Chapitre 1

Les séries de Fourier

Les fonctions périodiques jouent un role important dans la description de nombreux phénomenes
périodiques (signaux lumineux, signaux sonores, vibrations ...).

Il est naturel de vouloir représenter une fonction périodique par une série dont les différents termes
sont constitués des fonctions périodiques élémentaires telles que sinus et cosinus. De telles séries sont
appelées séries de Fourier (ou séries trigonométriques).

1.1 Notions préliminaires

1.1.1 Séries convergentes

Nous allons faire un usage abondant de la notion de série

> g (1.1)
k=1

. L. . . N ..
Celle-ci se définit comme la suite des sommes partielles » ;" , z; dont on prend la limite pour N
tendant vers I’infini, a condition que celle-ci existe. Les éléments de la suite x,, ne sont pas nécessai-
rement des nombres, ils peuvent étre des fonctions, des vecteurs ou des matrices.

Définition 1.1 (Série). La série correspondant a la suite {xy}, pour k € N, s’écrit

o0 N
Y an = lim Y, (1.2)
k=1 k=1

a condition que la limite existe et soit bornée. On dit que la série est convergente.

Exemple 1.2. La notation Y, , k est impropre dans le cadre de cette définition, car la suite des
sommes partielles des entiers naturels ne tend pas vers une valeur bornée

N
lim k

N—oo

||
8

(1.3)

On dit que la série est divergente.



4 CHAPITRE 1. LES SERIES DE FOURIER

Pour qu’une série converge, il est nécessaire que le terme général x,, tende vers zéro, mais ¢a n’est
pas une condition suffisante, comme I’illustre I’exemple suivant.

Exemple 1.3 (Série harmonique). On peut montrer que la série

N
(1.4)

=
Il
~
> =

est une série divergente.

Exemple 1.4. Par contre, on peut montrer que la somme des inverses des carrés des entiers

naturels est convergente
+oo 1 7'('2
E — = —. (1.5)
2
pt k 6

Des criteres existent pour déterminer si une série est convergente ou non et des techniques per-
mettent le calcul des limites envisagées, mais tous deux sortent du cadre de ce cours.
Dans la suite, nous supposerons que les séries évoquées sont convergentes.

1.1.2 Fonctions de carré intégrable

On peut prouver que les fonctions périodiques dont le carré est intégrable sont toujours dévelop-
pables en une série de Fourier convergente.

Définition 1.5 (Fonction de carré intégrable). Une fonction f est de carré intégrable sur un inter-
valle |a, b[ et on écrit

f € La(]a, b)) (1.6)

si elle est mesurable sur cet intervalle avec |f|? € Ly(Ja,b].

Lorsque |a, b est borné, une fonction de carré intégrable sur |a, b| est aussi intégrable sur |a, b|.
Cela résulte de la majoration

< %(W +1), (1.7)

1

—; estintégrable sur 10, 1] mais

mais la réciproque est fausse. En guise de contre-exemple, la fonction
son carré ne 1’est pas.
Sauf mention du contraire, nous supposerons, tout au long de ce chapitre que les fonctions envi-

sagées sont de carré intégrable.

1.1.3 Fonctions périodiques

Dans ce chapitre, nous utiliserons la variable ¢ pour la variable indépendante d’une fonction f(t),
car il est trés commun que cette variable soit le temps.

Définition 1.6 (Fonction périodique). Une fonction f(t) définie sur R est périodique s’il existe
une constante T' > 0 telle que
ft+T)=f(t), VteR. (1.8)

La période de f est la plus petite des constantes T satisfaisant a cette condition.
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Pour rappel, les fonctions périodiques ont les propriétés suivantes.
Proposition 1.7. Si f est une fonction périodique de période T, alors

ft+kT) = f(t), VkeZ (1.9)

Proposition 1.8. Si f est une fonction périodique de période T, alors

a+T b+T
/ fwd= [ (1.10)

b

Proposition 1.9. Si f est une fonction périodique de période T, alors Voo € Ry et f € R, la
fonction f(at + B) est périodique de période %

Une fonction périodique f de période 7' peut étre engendrée par une fonction motif (voir figure
1.1),

avec C' désignant une constante réelle arbitraire.

FIGURE 1.1 — Fonction périodique de période 1" engendrée par une fonction motif.

On peut écrire

ft)=fot) + folt =T)+ fo(t —2T)+...

+ fot+T)+ fot +2T) + ..., (1.12)
soit
+o0o
F&)y =" folt = kT), (1.13)
k=—00

la convergence de cette série étant assurée dans R car en tout réel ¢, tous les termes sont nuls a
I’exclusion d’un seul.

On dit que f, représente le motif de f dans I'intervalle [C,C' + T'[. Le choix de cet intervalle
n’a guere d’importance ; sauf mention explicite du contraire, nous prendrons un intervalle du type

—23l
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Définition 1.10 (Fonctions harmoniques). Les fonctions a valeurs complexes de la forme
cet vt € R, (1.14)

avec c € C et w € R{. Il s’agit d’une fonction périodique de période T = 2=, et de fréquence

V=—=—. (1.15)

Le réel positif w est appelé pulsation et parfois fréquence par abus de langage car w est propor-
tionnel a v :

w =27 . (1.16)

En écrivant le nombre complexe c en représentation trigonométrique ¢ = Ae’® avec A > 0, la
fonction harmonique s’écrit

Ft) = AeiPoelt = AedWitdo) (1.17)

Sous cette forme, A est appelée I’amplitude de 1’harmonique, tandis que ¢, est la phase. Dans le plan
complexe, f(t) décrit une trajectoire circulaire de rayon A a la vitesse angulaire w.
Les parties réelle et imaginaire d’une fonction harmonique

Rf(t) = Acos(wt+ ¢,)
Zf(t) = Asin(wt+ ¢,)

constituent des fonctions cisoidales.

1.1.4 Conditions de Dirichlet

En pratique, d’autres hypotheses peu contraignantes, connues sous le nom de conditions de Diri-
chlet sont encore nécessaires.

Continuité par morceaux

La fonction f(t) est continue par morceaux dans I’intervalle compact [a, b] si f est continue en
tout point de [a, b], sauf éventuellement en un nombre fini de points ¢; (i = 1,...,p) en lesquels
f possede des limites a gauche et a droite finies.! Ces points sont des discontinuités de premiére
espece de f. Une fonction admettant une asymptote verticale en un point de I’intervalle n’est donc
pas continue par morceaux dans cet intervalle. Une fonction est dite continue par morceaux dans R si
elle est continue par morceaux dans tout intervalle fermé borné.

Exemple 1.11. La fonction PE(t) représentant la partie entiere de t, c’est-a-dire le plus grand
entier plus petit ou égal a t (figure 1.2), est continue par morceaux dans R.

1. Siti = a (resp. t, = b), on exige lim;_,,+ f(t) € R (resp. lim; ;- f(t) € R).
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FIGURE 1.2 — Graphe de la fonction partie entiere PE, continue par morceaux sur R.

Exemple 1.12. La fonction f(t) = tgt n’est pas continue par morceaux dans R car elle est
discontinue aux points t = km + 5 avec

lim tgt = . (1.18)

t—kr+%

De méme, la fonction f(t) = sin % n’est pas continue par morceaux dans R car

1
limsing (1.19)

t—0
y .
n existe pas.

Bien entendu, la somme et le produit de fonctions continues par morceaux sont également conti-
nues par morceaux.

Continue dérivabilité par morceaux

La fonction f(t) est continument dérivable par morceaux dans V'intervalle [a, b] si f et f' sont
continues par morceaux dans [a, b]. La fonction f(t) est continument dérivable par morceaux dans R
si f est continument dérivable par morceaux dans tout intervalle fermé borné.

Une fonction présentant une asymptote verticale, un point d’inflexion a tangente verticale ou un
point de rebroussement dans 1’intervalle n’est pas continument dérivable par morceaux sur cet inter-
valle.

Exemple 1.13. La fonction f(t) dont le graphe est représenté sur la figure 1.3 est continument
dérivable par morceaux dans |a, b).

D’une part, f est discontinue aux points ts,t3 en lesquels [ posséde des limites a gauche et a
droite finies.

D’autre part, f n’est pas dérivable en t,ty,t5 avec

lim f'(t) e R er lim f'(t) € R, (1.20)

- +
t—t; t—t]

quel que soiti = 1,2, 3.
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FIGURE 1.3 — Fonction continument dérivable par morceaux.
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Exemple 1.14. Les fonctions dont les graphes sont représentés sur les figures 1.4 et 1.5 ne sont
pas continument dérivables par morceaux.
Pour la premiere fonction fi, on a

lim f{(t) =00, et lim fi(t) = —oo0. (1.21)

t—=t1 t—ts
Pour la seconde fonction fs, on a

lim f}(t) = —oc. (1.22)

+
t—t]

_—

ito b

IS
R I
=

FIGURE 1.4 — Graphe de la fonction f;, non continument dérivable par morceaux sur [a, b].

1.2 Séries et coefficients de Fourier

1.2.1 Définition
T T

Si on considere une fonction f € LQ(] -3, 3 D périodique de période 7', on peut la décomposer
en un développement en série complexe de Fourier

+00 400 +o0
Ft)=ap+ > ape™ £y a_e ol = Y gy elh! (1.23)
k=1 k=1

k=—o00
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FIGURE 1.5 — Graphe de la fonction f5, non continument dérivable par morceaux sur [a, b].

oll on a posé la fréquence fondamentale?

27
Wo = s (1.24)
ou les o, € C sont les coefficients de Fourier complexes de f.
On dispose d’une condition suffisante pour développer une fonction périodique en série de Fourier.
Elle fait I’objet du théoreme suivant que nous accepterons sans démonstration.

Proposition 1.15 (Théoréme de Dirichlet). Si f est une fonction périodique de période T' conti-
nument dérivable par morceaux dans R, alors sa série de Fourier converge en tout pointt € R et on
a

D gt = f(t), (1.25)

k=—o0

sauf aux points t; ou f est discontinue, dans ce cas

o0 - +
Z akejkwgti _ f(tz ) ‘;‘ f(tz ) (1.26)

k=—o00

Définition 1.16 (Signal). En vue d’alléger les écritures, on convient d’appeler un signal analo-
gique ? la fonction

(1.27)

fs(t):{ ];(t), Vt € dom,f,
2

[F(E7) + f@E)], Vi ¢ dom,f.

Ce nouveau signal fs(t), que nous renommerons immédiatement f(¢) est égal presque partout a
la fonction initiale et ne modifie pratiquement rien de ses caractéristiques, ni de son traitement. En
particulier, les coefficients de Fourier restent inchangés.

2. Ce que nous appelons fréquence dans la suite du texte est en réalité une pulsation égale a 27 fois la véritable
fréquence. A noter également que la dimension de wy et ¢ sont toujours inverse I’une de I’autre, de sorte que wot est bien
sans dimension pour servir d’argument a I’exponentielle imaginaire.

3. Quand aucune confusion n’est possible, nous parlerons simplement de signal.
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1.2.2 Coefficients complexes de Fourier

En supposant que la série (1.23) est intégrable terme a terme sur tout intervalle de longueur 7" du
type [ = [C,C + T, il vient sim € Z

1 c+T ] 1 C+T oo )
T/ e IOt f(H)dt = ?/ Z ay, e F=mwot gt
c c

k=—00
C+T j(k—m)wot
= ak/ ——dt. (1.28)
PSS C
Puisque
/C+T e (k—m)wot " 1 sik = m, a 29)
—dt = i (k—m)wnC k) o . .
c T j—zk_m)ng [e7k=m)eeT 1] =0 sik # m.

Cette derniere expression est effectivement nulle car ed"?™ — 1,sin € Z,oron a
wol =27 et k—meZ.

Par conséquent,
1 C+T )
Uy, = —/ ft)e7m™otdt, m e 7. (1.30)
T Je
On observe donc que les coefficients oy, sont uniques et le développement d’un signal f en série de
Fourier de f est donc unique. Chaque terme de la série est un signal harmonique de période

2 T
T, = = — 1.31
F T e & (L.31)

donc de fréquence

k
27TT = kuwp. (1.32)

Il ressort de la proposition 1.15 qu’un signal périodique f(t) est completement déterminé, par les
coefficients ay. On note parfois simplement

f(t) & ay (1.33)

en lieu et place de (1.23).

Comme le coefficient v, multiplie la fonction e/*°! de fréquence kwy, il représente le poids de la
fonction de fréquence kwy intervenant dans le développement en série de Fourier de la fonction f(t).
On dit que les coefficients de Fourier décrivent la fonction f(t) dans le domaine fréquentiel, tandis
que la fonction f(t) se situe dans le domaine temporel.

Leur ensemble
{ag, k€Z} (1.34)

constitue le spectre de la fonction f. Il s’agit d’un spectre discret car k ne prend que des valeurs
entieres. Le spectre de f est completement déterminé par le spectre des modules

{lowl, k € Z} (1.35)
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et le spectre des arguments
{argay, k € Z}. (1.36)

La fonction argument arg x de la variable complexe x donne la valeur de I’angle par rapport a la
demi-droite positive de I’axe réel de la représentation polaire de x dans le plan complexe. La valeur
de la fonction argument est généralement définie telle que argx €] — 7, 7).

Le théoréeme suivant est trés important, il nous permet de tronquer les séries de Fourier et de ne
garder en pratique qu'un nombre fini d’harmoniques car les modules de celles-ci deviennent négli-
geables a partir d’un certain rang.

Proposition 1.17 (Spectre des modules). Les coefficients de Fourier tendent vers 0 si k — oc.

Démonstration. Montrons que

lim ay = 0. (1.37)
k—oo
On a
1 C+T )
Qp = —/ f(t)ei‘ykwot dt. (138)
T Je

Des lors, en supposant que f est continument dérivable dans |C, C' + T'[ et en intégrant par parties, on
obtient

1 j » 4T ] C+T »
= — | == [f(t)e kot — "(t)e IR0t dt | 1.39
Oék T (ka [f( )e }C k'wo C f( >e ( )
Le crochet étant nul puisque f(t)e~7¥o! est périodique de période T', il vient
_j C+T
= "(t)e TR0t d ; 1.40
o= [ re (1.40
d’ou
([ o) 141
ap| < —— t)|dt | —. .
o= 5 e g
Il en résulte que
lim oy = 0. (1.42)
k—o00
O]

1.2.3 Série réelle de Fourier

En posant
Qa,

ap = 30 (1.43)

_ b
ap = % ke N, (1.44)

ib
o, = W ke N, (1.45)

on a

arp = ap+a_g, keN, (1.46)

b = jlar—a_y), k&N, (1.47)
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oll ay, b, € C.
Avec ces notations, et en utilisant la formule d’Euler

eIt — cos(kwot) + j sin(kwot), (1.48)

la série complexe de Fourier (1.23) peut s’écrire sous la forme

o0

ft) = % + Z % [cos(kwot) + j sin(kwot)] + Z % [cos(kwot) — j sin(kwot)]
k=1 k=1
puis
ft) = % + Z(ak cos(kwot) + by sin(kwot)). (1.49)

k=1
Cette derniere expression est le développement réel en série de Fourier de f. Les coefficients ay, by,
sont les coefficients réels* de Fourier de f.

Chaque terme du type

up(t) = a cos(kwot) + by sin(kwot) = ay, ™0 4+ a_y e7IF0t (1.50)

constitue un mode de Fourier d’amplitude

Ak: \/|ak|2—|—|bk|2 (151)

puisque
lug(t)] < ag||cos(kwot)| + |bk| | sin(kwot)]

Vak|? + |be|? \/COS2(kat) + sin®(kwot) = /|ax|? + |bg|2. (1.52)

Le mode £ = 1 est celui de plus grande période 1"; on I’appelle le mode fondamental. Les autres
modes sont les harmoniques de rang k. Les fréquences des harmoniques sont des multiples de la
fréquence fondamentale wy.

Les coefficients a;, et b, peuvent étre obtenus directement a partir de f a 1’aide des formules (1.30)
et (1.46). Ainsi, on a

IN

c+T ' '
G = optoig== / F(8) (7780t 4 ehenr) gy,
T Je

2 C+T
= T/ f(t) cos(kwot)dt, keN (1.53)
c

tandis que (1.47) donne

j C+T ) )
b = Slen—am) =2 [ poe - e d
C

) c+T
= T/ f(t)sin(kwot) dt, k € No. (1.54)
c

4. Les coefficients ay, et by sont véritablement des nombres réels si et seulement si le signal f est lui-mé&me réel, voir
section 1.2.4.
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Notons que
ap AO 1

c+T
Jmoy = Qg = 5 =5 = T/ f(t)dt (1.55)

représente la valeur moyenne de f sur une période.

D’autre part, les intégrales apparaissant dans les formules (1.30), (1.53), (1.54) sont indépendan-
tes de I’intervalle d’intégration pourvu que celui-ci ait une longueur égale a 1" puisque les fonctions
a intégrer sont périodiques de période 7'. On prend généralement un intervalle d’intégration du type
[—Z, Z] correspondanta C' = — L.

En utilisant les relations (1.44) et (1.45) dans la proposition 1.17, on constate que

lim ap = lim b, =0, (1.56)

k—+4o0 k—+o0

de sorte que les amplitudes des harmoniques sous cette forme deviennent également négligeables a
partir d’un certain rang. Les séries réelles peuvent donc également étre tronquées.

1.2.4 Développement en série de Fourier d’un signal réel

Si le signal f est réel, les coefficients ay, et by, sont véritablement réels et, au vu des formules (1.44)
et (1.45),on a

a = Q_p, (1.57)
ap = 2Ray, (1.58)
by = —2Zoy, (1.59)

pour k£ € Ny.
On peut des lors écrire les modes de Fourier sous la forme

u(t) = ay cos(kwot) + by, sin(kwot) = ay, e?*0f + @y e 50t = A cos(kwot — @) (1.60)

ol Ay, et oy, sont les coordonnées polaires du point (ag, by) dans R? :

A = yJai+ 12, (1.61)

b
tgpr = —. (1.62)
Qg
Ay est I’'amplitude du mode £ et ¢y, est sa phase.
On définit aussi le spectre d’amplitudes
{Ag, k € N} (1.63)
avec Ay = %4 et le spectre de phases
{¢r, k € N} (1.64)

avec Yo = arg agp.
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Les spectres complexes et réels peuvent étre reliés > a I’aide de (1.46), (1.47) et (1.57) :

A = \/(Oék + )% + 2 (o — o)?

\/ 4(]./k0é_k

— 2l (1.65)

et
Y = argay = — arg . (1.66)

Si la fonction f est réelle, on déduit de la formule (1.57)
la_g| = |ag|, Vk € Ny, (1.67)

le spectre des modules est pair, c’est-a-dire symétrique par rapport a 1’axe vertical. D’autre part, on a
la relation

arg a_j, = — arg (1.68)
qui montre que le spectre des arguments est impair, ¢’est-a-dire symétrique par rapport a 1’origine du
repere.

Signal pair

Si le signal f(t) est pair, la formule (1.53) devient

ap = %/2 f(t) cos(kwot) dt = %/2 f(t) cos(kwot) dt, k€N (1.69)
T 0

puisque la fonction a intégrer est paire, tandis qu’on a b, = 0 pour £ € Ny vu que la fonction (1.54) a
intégrer est impaire.
Il s’ensuit qu’un signal pair est développable en une série de cosinus

+ Z a, cos(kwot). (1.70)

k=1

%o
2
Les coefficients complexes de cette série sont

ak:%, kel (1.71)

car la formule (1.53) montre que a_; = ay.
En particulier, si le signal f(¢) est pair et réel, les coefficients o, sont des nombres réels.

5. Par abus de langage, en raison de leurs étroites relations, le spectre des modules est parfois nommé spectre des
amplitudes (complexes), tandis que le spectre des arguments est parfois nommé spectre des phases (complexes).
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(1.72)

Signal impair
Si le signal f(t) est impair, 1a formule (1.54) devient
/ f sin kat) dt, keNy

5 T
f(t) sin(kwot) dt =

bk — T -
puisque la fonction a intégrer est paire, tandis que a; = 0 pour £ € N vu que la fonction (1.53) a
intégrer est impaire. Il s’ensuit qu’un signal impair est développable en une série de sinus
(1.73)

N

t) = Z b sin(kwot).
k=1

(1.74)

Les coefficients complexes de cette série sont
J

car il ressort de la formule (1.54) que b_; = —0by.
En particulier, si le signal f(t) est impair et réel, les coefficients a4, sont des nombres imaginaires

purs.
1.3 Séries de Fourier de signaux usuels

En guise d’application, étudions quelques signaux connus

1.3.1 Signal en dents de scie

/.

FIGURE 1.6 — Fonction en dents de scie scir () de période T’

La fonction en dents de scie (voir figure 1.6), périodique de période 1" est définie dans I’intervalle
(1.75)

2t

| par le motif
scir(t) = T

-5.3
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A noter que pour en faire un signal, il faut redéfinir la valeur aux points ¢ = % + kT, pour k € Z de
sorte que

i <Z +kT) _ scip ((% +kT)_> + scip <(% +/<:T)+> 141

= = 1.76
5 5 0, (1.76)

mais ¢a ne change rien aux calculs des coefficients de Fourier.
Ce signal vérifie les conditions de Dirichlet, il est réel et impair, de sorte qu’on peut le développer
en une série de sinus a 1’aide de la formule (1.72)

T T
4 2 2
by = T/o SCiT(t)Sin(k‘wot)dt:% i t sin(kwot) dt
_ 8 [ tcos(kwot) z 8 %cos(kwot)

12 kwo 0 172 0 kwo

8 T 8 [sin(kwot)
— R — —_ k — |

T? ( Dy < m) 7 { k2 L
8 sin(km) 5 (—1)k+t
T? k2w kw7’

dt

N

= cos(km) + (1.77)

B kJWOT

en tenant bien compte de (1.24).
La série réelle de Fourier du signal en dents de scie s’écrit donc

. 2) OO (_1)k+1 '
scip(t) = = Z p sin(kwot). (1.78)

N

On vérifiera également que,ent = =, ona

> T
Z by, sin (kwog) =0, (1.79)
k=1

comme annoncé dans la définition du signal (1.75). Les sommes partielles de la série de Fourier
obtenue dans ce cas présentent des oscillations importantes au voisinage des points de discontinuité
dont I’amplitude dépend du saut du signal. Bien que ces oscillations se concentrent de plus en plus
pres des points de discontinuité au fur et a mesure que le nombre de termes pris en compte grandit,
elles ne disparaissent jamais completement. Ce comportement est appelé phénomene de Gibbs. Pour
éviter ce phénomene, on essaye généralement de privilégier des signaux continus.

En utilisant (1.74), on obtient

. _1 k
o=t =T vk ez (1.80)
2 km

et la version complexe de cette série s’écrit

. 4o
scip(t) = 2 > (D bt (1.81)
T = - . k . .
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Comme ]
|| = = Vk € Zy (1.82)

et
j(=1)F

arg ay = arg = arg (/2 (e 7™)F) = arg el (5hm) — (—1)* g, Vk € Zy, (1.83)

on peut présenter les spectres des modules et des arguments sur des graphes discrets sur les figures 1.7
et 1.8. Pour insister sur le fait que oy, est le coefficient du terme de fréquence kwy, on portera kw, au

lieu de £ sur 1’axe des abscisses. En outre, on observera que arg o n’est pas défini.
0
|
A

3=
.

|| .

—3000 —2&10 —Wo 0 Wo 2LUO 3&]0

FIGURE 1.7 — Spectre des modules de scir(t), on remarque que celui-ci est pair.

arg oy

A

wWo ‘ 3&)0 kwo

2&]0

FIGURE 1.8 — Spectre des arguments de scip (), on remarque que celui-ci est impair.

1.3.2 Signal rectangulaire périodique

Le signal rectangulaire périodique (voir figure 1.9) est le signal périodique de largeur 0 < a < T’

et de période T' > 0 dont la restriction a | —%, Z| est donnée par
1 sif <,
rect, r(t) = { 0 sit<l|]< % (1.84)

lal
2

- +
rect, 7 <ﬂ> + rect, (ﬂ) 1
recty 7 (%) - 2 5 2/ _ 5 (1.85)

A noter que pour en faire un signal, il faut redéfinir la valeur aux points ¢ = de sorte que
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Nl

IR

37

2

Sl

FIGURE 1.9 — Fonction périodique rectangulaire rect, r(t) de largeur a et de période 7.

mais ¢a ne change rien aux calculs des coefficients de Fourier.
Ce signal vérifie les conditions de Dirichlet, il est réel et pair, de sorte qu’on peut le développer
en une série de cosinus a I’aide de la formule (1.69)

4 a
== tor(t)dt = —= dt = — = — 1.86
ao T/o recty r(t) T/o T - (1.86)

et, pour k£ > 1,

!

4 4 [k
ar = —/ rect, 7(t) cos(kwot) dt = —/2 cos(kwot) dt
T J ’ T Jo

4 e 4 kwoa  2a sin keoe
= in(kwot)]§ = i = :
Wiy P e0t)ls = g s 5™ = 7 "
la série de Fourier du signal rectangulaire périodique s’écrit
a kwoa
rect, (t) = = —i— — Z sinc ( ) cos(kwot) (1.87)
smt

en introduisant le sinus cardinal qui est le prolongement continu de la fonction ==

sint - gj¢ £ 0
. . t Y
sinc(t) = { ' sit=o, (1.88)

dont les propriétés essentielles sont établies dans la section 2.2.2.
La version complexe de la série (1.87) est

%k;m sinc <#) elhwot (1.89)
en observant que sinc(0) = 1.
Dans le cas particulier o a = %, on a
k k 2 k
sinc ( L;Oa> = sinc (;) = sin (;) (1.90)
ou encore
) kwoa 0, si k = 2p, pE L, (1.91)
sinc = : :
2 m(—l)p, sik=2p+1, pclZ.



1.3. SERIES DE FOURIER DE SIGNAUX USUELS 19

La série (1.87) s’écrit alors

7 cos [(2p 4+ 1)wot]. (1.92)

l\DI»—
>]

rect z T

9 ]
+23 o
p=0

1.3.3 Signal triangulaire périodique

Ue 7 7 o

3T _T _T _a
2 2 2 2 2

2
FIGURE 1.10 — Fonction périodique triangulaire tri, r(¢) de largeur a et de période 7.

Il s’agit du signal périodique de période 7" > 0 et de largeur 0 < a < 7' dont la restriction a

[—Z,Z] est donnée par

: 1—28 i <e
trig r(t) = a TN =2 1.93
tiar (1) {0 sig <t < I (1.93)

Ce signal vérifie les conditions de Dirichlet, il est réel et pair, sa série de Fourier est une série en

cosinus telle que
T
2

4 4 2 ot a
ao T/o tri, () dt T/o ( a) dt T (1.94)

et,sik > 1,

r
2

4 [z ot
/ tri, r(t) cos(kwot) dt = — /2 (1 — —) cos(kwot) dt
0 T Jo a

4
T

_ 4 1_% sin(kwot) %_'_i 2 sin(kwot) 0
T a kwy o aT Jg kwyg

8 [_ COS(kWOt)F 16 sin? (kwo§)
0

ol k2w k2w2aT
k
_ %sine2 ( “:fa> , (1.95)

et la série réelle de Fourier du signal triangulaire périodique s’écrit

trig (¢ =57 TZsmc < ) cos(kwot). (1.96)

En notant que

ay a . Q(k:woa

ap = — = —sinc
4

7 1.
5 5T ), pour k € (1.97)
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la version complexe de cette série s’ écrit

+o0
k .
trigr(t) = % sinc? ( ujfa) elkent, (1.98)
k_

=—00

1.4 Propriétés des séries de Fourier

Nous supposons que toutes les fonctions rencontrées dans ce paragraphe sont périodiques de pé-
riode 7.

1.4.1 Opérations élémentaires

Proposition 1.18 (Combinaison linéaire de signaux). Si

f(t) > ap et g(t) <> B, (1.99)

alors

AM(t) + pg(t) < Ao+ pbe, YA, ueC. (1.100)

Démonstration. Sinous désignons par 7, les coefficients de Fourier de la fonction A f (¢) + ug(t), on
a

r

wo= 3 [ OT@+ ag0)e It e

T

2

T T
A 2 ) 1 2 )
- - —jkwot = —jkwot
T/_g f(t)e dt + T/—§ g(t)e dt
= Aag + B
O
Proposition 1.19 (Signal conjugué). Si
f(t) < ap, (1.101)
alors
f(t) & azr. (1.102)

Démonstration. Si nous désignons par [, les coefficients de Fourier de la fonction f(¢), on obtient
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successivement
1 (2
By = = f(t)e Ikt qt
-3
T
- [ e
= —_— 6 Wi
TJ-g
T
L7 (et ar
= —_— 6 Wi
TJ-g
T
L[z f(t) J(=k)wot (It
e — e I\~ w
TJ-g
= a_;
O

En utilisant les propositions 1.18 et la formule (1.19), on peut obtenir les coefficients de Fourier

des fonctions R f(t) et Z f(t) a partir des coefficients de Fourier de f(¢).
Proposition 1.20 (Partie réelle ou imaginaire d’un signal). Si
f(t) < ou,
alors

WOk Tr) o DOk

Rf(t) < 5 2

Démonstration. Si f(t) <> ay, la proposition 1.19 assure que

f(t) < az.

On conclut en observant que

et en utilisant la proposition 1.18.

1.4.2 Modification dans le domaine temporel
Proposition 1.21 (Translation d’un signal). Si
f(t) — Oy,

alors
f(t — to) 4 €_jkw0t0(1/k7 Vty € R.

(1.103)

(1.104)

(1.105)

(1.106)

]

(1.107)

(1.108)
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Démonstration. Si nous désignons par [, les coefficients de Fourier de la fonction f(t — t,), pério-
dique de période 7', on a

T
1 [2 .
B, = f/ F(t —to)e kot gt (1.109)
-3

En effectuant le changement de variables

t—to=TSt=1+T, (1.110)
on obtient
1 [zt 4
B = T " f(T)e—kao(to-l-T) dr
0
T
L kot BN —jk
= — g JWwobo f(r)e 7" dr
T -
T
= l e~ Jkwoto ? f(r)e Jkwot -
T T
2
_ e*jkwoto ay,
en utilisant la définition 1.6 des fonctions périodiques. OJ

Les fonctions f(t) et f(t — to) ont le méme spectre de modules (et d’amplitudes) puisque

e Tkw0to | = |ay, (1.111)

mais pas le méme spectre d’arguments (et de phases) car

arg(e %0l a, ) = arg ay, — kwoto. (1.112)
A
—t 19— —
| I | | |
I I T I T ] II -
T T +a 0 4 T T+ a

FIGURE 1.11 — Signal rectangulaire rect, 7 translaté de 3.

Exemple 1.22. Déterminons les coefficients de Fourier du signal (voir figure 1.11)

a
() = rectr (t - 5) . (1.113)
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Comme les coefficients de Fourier de rect, r(t) sont donnés par

Qg =

A =

Br=e"7"2 ay; (1.114)
soit
a
50 = Tu
a ]{/‘w a _ skwga .
Br = Tsmc( 20 )e =25 sik € Zo.
D’apres (1.58) et (1.59), la série réelle de Fourier du signal f(t) s’écrit
F(t) =RBo + > [2RBx cos(kwot) — 2By sin(kwot )], (1.115)
k=1
c’est-a-dire
20 — k k k
f@) = % + Ta Z sinc ( a;oa> (cos a;oa cos(kwot) + sin O;Oa Sin(kwot)>

Proposition 1.23 (Renversement du temps). Si
f(t) < ay, (1.116)

alors
f(=1) < ay. (1.117)

Démonstration. Sinous désignons par (3, les coefficients de Fourier de la fonction f(—t), périodique
de période 7', on a

T

1 (2 .

B, = T/T f(—=t)e Imot gy (1.118)
ou encore, en effectuant le changement de variables ¢t = —7,
1 [~%
B = 7 [ FOE(=1)dn)

1 3

= 7 f(T)efj(fk)wor dr
_T

= O_g.
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La proposition 1.23 permet de caractériser les signaux pairs ou impairs a partir de leurs spectres
complexes. Ainsi, un signal est pair si et seulement si son spectre est pair puisque

f(t) pair & f(—t) = f(t) © a_, = ay. (1.119)

De méme, un signal est impair si et seulement si son spectre est impair.

1.4.3 Intégration et dérivation
On admettra les résultats suivants sans démonstration.

Proposition 1.24 (Intégration d’une série de Fourier). La série de Fourier correspondant a une
fonction f(t) vérifiant les conditions de Dirichlet peut étre intégrée terme a terme dans tout intervalle
[, B] C dom,f. En particulier, on peut la primitiver terme a terme dans tout intervalle I C dom,.f.

Remarquons cependant que la primitive d’une série de Fourier n’est en général plus une série de
Fourier puisqu’elle comporte le terme <} .

Proposition 1.25 (Dérivation d’une série de Fourier). Si la fonction périodique f est continue
dans R et si f' vérifie les conditions de Dirichlet, alors la série de Fourier de [ peut étre dérivée
terme a terme; la série obtenue est la série de Fourier correspondant a f'(t).

Il importe que f(t) € Co(R). Ainsi, en dérivant terme a terme la série de Fourier du signal en
dents de scie (1.78), on obtient la série

2 o
=3 (1) wy cos(kwet) (1.120)
T =

qui diverge en tout ¢ € R puisque son terme général ne tend pas vers 0 lorsque £ — +o0.

1.4.4 Puissance d’un signal périodique
Définissons la puissance d’une fonction périodique sur une période 7.

Définition 1.26 (Puissance d’un signal périodique). La puissance d’une fonction f(t) € Lo(] —
%, %[) périodique de période T est donnée par

P= %/_2 |f(#)]? dt. (1.121)

!

L’intégrale existe bien puisqu’on a supposé f de carré intégrable.

Donnons une interprétation physique de cette notion. En électricité, on définit la puissance d’un
élément d’un circuit traversé par un courant i(¢) et présentant une différence de potentiel v(¢) par le
produit i(¢)v(t). La puissance moyenne sur I’intervalle [t(, ¢;] est alors donnée par

t1 t1
J— /i(t)v(t)dt K /z?(t)dt (1.122)

ot —to )y, ot —to )y,
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en utilisant la loi d’Ohm v(t) = Ri(t), ou R est la résistance.

Cette derniere expression est appelée puissance moyenne du courant ¢(¢) sur I’intervalle. En pre-
nant ty = —% ett; = %, on arrive a une quantité proportionnelle a la définition mathématique (1.121).
En toute généralité, f(¢) peut prendre des valeurs complexes et ¢’est la raison pour laquelle on utilise
| f|? et non pas simplement f2, de sorte que la puissance est toujours une quantité positive.

Fait intéressant, la puissance d’une fonction harmonique (1.17) est donnée par le carré de son

amplitude

P = 1 /2 A? (cos®(wt + ¢,) + sin®(wt + ¢,)) dt

r
2

A2 (7
= = dt = A?. 1.12
T (1.123)

!

On retrouve la formule de I’effet Joule en électricité P = RI?, au méme facteur R pres.

Proposition 1.27 (Formule de Parseval). Si f satisfait aux conditions de Dirichlet, alors la puis-
sance du signal est donnée par

o0

— 2 _ 2 2 2
P = k;m |ow|” = 1|“0| T3 kz:; (lax]? + [b&]?) - (1.124)

Démonstration. Démontrons la formule de Parseval dans le cas ou f € Cy([—T,Z]). Sous cette
T
2

hypothese, la série de Fourier de f est intégrable terme a terme sur [—

ft) = Z ay eFt vt e {—g,g} (1.125)

k=—00

de sorte que

FOF =) F() = Y ape™ ™ f(2). (1.126)

k=—00

r +o00
r uora = %/(Z akeﬂwmdt>

k=—o00

1 [z .
= Z Oékf/_g eIkt f(t) dt
+00 1 %
= Z (693 (?/_721 €7jkw0t f(t) dt)

Des lors,
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Comme . N
el = laol + > (lowl* + ai[?) (1.127)
k=—o0 k=1
et qu’en outre
1
|040’2 = ZL‘CLO’Q’

1 ] I
ol = ak—k:z(ak_]bk)(ak‘f’]bk)

[laxl? + [bel? + j(arbr — @ b)) ,

4

1
4
1 _
o> = a_pag = ~(ap + jbp)(a@r — jb)
| o _
1 [ax)* + [bxl* + 7 (@ b — arbe)]

on obtient finalement

+oo o)

| |
D ol = Jlao + 5 3 (Jael® + [bf?) - (1.128)
k=—00 k=1

]

La formule de Parseval peut s’interpréter en terme de puissance. De fait, la puissance de 1’harmo-
nique u(t) (k € Ny) est donnée par

T
1 [z
-1
Comme
up(t) ug(t) = (ak elhwot 4 o e’jkwot) (Oé_k e Jkwot | ﬂejkwot)
= |cwg|2 + |Oz_k|2 + ay af ekt o eIkt
on obtient 1
Plug) = la® + laxl” = 5 (laf* + b ]?) (1.130)
puisque
T T
1 [z . 1 (=2 ,
_ 72kwot dt = = —j2kwot dt = 0. 1.131
T /_ ¢ 7 /_ ¢ (1131)
D’autre part, en utilisant (1.55), on a
2
a
ol = | Z| = | fnoy|”- (1.132)
Ainsi,
P(f) = |fmoy|* + > Pluy). (1.133)
k=1

En particulier, si f,,,, = 0, la puissance du signal est la somme des puissances des harmoniques.
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1.5 Résolution d’équations aux dérivées partielles

Dans ce paragraphe, nous montrons comment les séries de Fourier peuvent €tre utilisées dans la
résolution d’équations aux dérivées partielles. Nous nous limiterons a I’équation de la chaleur et a
I’équation des ondes.

1.5.1 Equation de la chaleur

A I’époque de Fourier (1761-1830), la transmission de la chaleur était un phénomene largement
étudié, tant d’un point de vue pratique que d’un point de vue scientifique.

Dans I’industrie, ce phénomene était important dans le choix des matériaux devant servir a construire
des machines, alors que dans le domaine scientifique il devait contribuer a déterminer la température
a ’'intérieur du globe terrestre et en particulier ses variations au cours du temps.

Dans son ouvrage Théorie analytique de la chaleur (1822), Fourier aborda la détermination de la
température au sein d’un solide en fonction des variables de position x, ¥y, z et du temps ¢. Il montra
que la température T'(x, y, z, t) devait satisfaire a I’équation aux dérivées partielles

2 2 2
3T:C(8T o°T 8T) (1.134)

o N\owr Top T oz

ou c est une constante positive dont la valeur dépend de la nature des matériaux intervenant dans la
composition du solide. Cette équation est appelée équation de la chaleur.

Nous allons résoudre 1’équation de la chaleur dans le cas d’une tige de longueur L et d’épaisseur
négligeable. Nous désignons par u(z, t) la température régnant au point intérieur x de la tige occupant
I'intervalle [0, L] et a I’instant ¢ > 0. La fonction u(z, t) satisfait a I’équation

ou 0%u
— =c— powrO<ax<L, t>0 1.135
ot oz2 P ( )
appelée équation de la chaleur a une dimension.
Nous allons envisager deux problemes qui different d’apres les conditions aux limites et les condi-
tions initiales.

Premier probléme

1. Conditions aux limites : les extrémités de la tige sont maintenues en permanence a la tempéra-
ture nulle, soit
u(0,t) =0 et wu(L,t)=0 pourt> 0. (1.136)

2. Condition initiale : au temps ¢ = 0, la température en tout point de la tige est donnée par une
fonction f(x), soit
u(z,0) = f(z) pour0 <z < L. (1.137)

Nous ne nous préoccupons pas ici des conditions qu’il faut imposer a f pour que le probleme
considéré admette une solution unique, mais nous allons montrer comment les séries de Fourier per-
mettent sa résolution effective. Nous utiliserons a ce titre la méthode de séparation des variables.
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Le principe de cette méthode consiste a rechercher dans un premier temps un ensemble de solu-
tions non identiquement nulles de I’équation (1.135) de la forme

u(z,t) = X(x)T(t) (1.138)

et compatibles avec les conditions aux limites (1.136). Il s’agit ensuite d’additionner ces solutions
(appelées aussi modes de température) afin de satisfaire a la condition initiale (1.137).
En exprimant que la fonction u(z, t) vérifie I’équation (1.135), on obtient

X(2)T'(t) = e X" (2)T(t) (1.139)

ou encore apres division des deux membres par ¢ X (x)7T'(t) (cette fonction n’est pas identiquement

nulle),
T(t) X" (x)
= our 0 <z < Lett > 0. 1.140
TH - X(z) P (1.140)
Comme le premier membre est une fonction de ¢ et le second une fonction de z, ils ne peuvent
étre égaux que s’ils se réduisent a une constante A € R. Par conséquent, I’équation (1.135) se ramene

a deux équations différentielles linéaires et homogenes a coefficients constants :

X"(z) = AX(z) = 0 pour0<az<L, (1.141)
T'(t) —cAT(t) = 0 pourt > 0. (1.142)

Les conditions aux limites se traduisent par
X(0)=0 et X(L)=0. (1.143)

Résolvons d’abord 1’équation (1.141) sous les conditions (1.143). Il s’agit d’une équation diffé-
rentielle du second ordre, homogene a coefficients constants, dont I’équation caractéristique est

Z—A=0, (1.144)

la nature de la solution générale de (1.141) dépend du signe de .

1. SiA>0,ona
X(z) = ae + BeVA* (1.145)

ou «, 3 désignent des constantes arbitraires.
En tenant compte des conditions aux limites (1.143), on obtient

a+pB=0 N =—a
aeVA 4 e VAL — a(eﬁL—e*ﬁL> =0

@{ﬁ:—a PN {a—O

(1.146)

2ash VAL =0 8=0

de sorte que la solution X (x) est identiquement nulle : il est donc impossible que A > 0.

2. On arrive a la méme conclusion si on envisage A = 0.
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3.SiA<0,ona
X(z) = acos <\/—_)\x) + Bsin (\/—_/\x> . (1.147)

Les conditions aux limites s’expriment par

a =0 (1.148)
fsin(v—=AL) = 0. (1.149)
Comme (3 # 0 afin d’avoir une solution X (x) non identiquement nulle, la derniére équation
impose
sin (\/—)\ L) —0 o VoAL=kr, keN,
k2
S A=—|— k € Np.
(&) ven
A chaque valeur )\, = — (’%)2 correspond la solution
k
Xu(x) = B sin%x, k € N. (1.150)
L’équation différentielle
T'(t) — c\T(t) =0 (1.151)
admet la solution
T (t) = p, e~ (1.152)
de sorte que le mode de température correspondant est donné par
k )2
w(, 1) = Xp(2)Ti(t) = by sin % ee('E) (1.153)

ou nous avons indroduit la constante arbitraire b, = [5.7x.
Comme toute combinaison linéaire de modes de température vérifie I’équation (1.135) et les
conditions aux limites (1.136), construisons la solution

- 2
u(z, t) = Zbk sinkﬂTw e—('E)t (1.154)

obtenue en additionnant les modes uy(z,t).
La condition initiale (1.137) se traduit par

k
Y bsin o+ = f(x) pour0 <z < L. (1.155)

Autrement dit, les b, sont les coefficients du développement en série de Fourier en sinus de la fonction
donnée f(x) dans I’intervalle |0, L[. Si nous introduisons la fonction F'(x) impaire et périodique de
période 2L, dont la restriction a | — L, L[ est donnée par

| f(=) siz €10, L[,
Flz) = { —f(—z) siz€]—L,0], (1.156)
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nous avons

> kmx
F(z) =Y bsin—, VzeR 1.157
(x) ; & Sin 7 T € ( )
ol . .
2 k 2 k
b= LF(w)sin%dxzz/o F(m)sin%daz. (1.158)
En particulier,
> krx
=Y by sin —— L 1.1
Flz) ;; psin ——, Vo €]0, L| (1.159)
avec L
2
=1 | f(x)sinlmedx. (1.160)

Deuxiéme probleme

1. Conditions aux limites : les extrémités de la tige sont parfaitement isolées, soit

ou ou
500 =0 et —(LT)=0 Vi>0. (1.161)

2. Condition initiale : au temps ¢ = 0, la température en tout point de la tige est donnée par une
fonction f(x), soit
u(z,0) = f(z) pour0 <z < L. (1.162)

En adoptant la méme méthode de résolution que dans le premier probleéme, on montre que le
deuxieme probleme possede la solution

o0

k )2
u(x,t) = % +;ak cos%e*(’%) ! (1.163)
ou .
2 kmx
-2 T g, 1.164
a L/o f(x) cos 7 dx (1.164)

1.5.2 Equation des ondes

Soit une corde vibrante de longueur L dont les extrémités sont fixes. L'équation décrivant le
déplacement vertical u(z, t) du point de la corde d’abscisse z est

Pu_ a0

oz~ " o2
ou a désigne une constante dépendant de la tension régnant dans la corde. Cette équation est appelée
équation des ondes a une dimension .

pourO <z <L, t>0 (1.165)

19. Dans I’espace physique a 3 dimensions, I’équation des ondes s’écrit
Pu (82u 0%u 82u)
=a .

ﬁ_ @—Faiyz-‘r@ (1.166)
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Les conditions aux limites traduisent que les extrémités sont fixes, soit
uw(0,t) =0 et wu(L,t)=0 pourt>0. (1.167)

Les conditions initiales expriment qu’a I’instant ¢ = 0, le déplacement vertical de la corde est
donné par une fonction f(z) et que la vitesse initiale de la corde est nulle, soit

0
u(z,0) = f(z) et a—?(z,()) —0 pour0<z <L (1.168)
En utilisant 1a méthode de séparation des variables, on montre que ce probleme admet une solution

du type

k krat
u(x,t)—;bksin%cos 7;“ (1.169)
ol .
p k
=1 | f(x)sm%dx. (1.170)
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Exercices

1) Déterminer les développements en série de Fourier des fonctions périodiques suivantes :

c)

d)

e)

g
h)

J)
k)
)

n)

[ -1 site]—m0]
f“)—{ 1 sitelo,n|
—t site[-F,0]

ft) =
t  sitel0,7]
_J cost site[-5,5]
f“)—{o sit e [-m 5]
0 site]—Z,0[
ft) =
sinwgt sit € [0, L]
f(t) =shtsit €] —m, x|
f(t)=chtsit €] —m, x|
f(t) =tsintsit € [—m, 7]
f(t)=tcostsit €| —m, |
ft)y=¢e'site]—1,1]

[0 site]—1,0]
f(t)_{ et sitel0,1]
fit)y=t*sit €] —nm, x|
Ft) = site]—2,0]

2

t sitel0,2]
0 sit e [—m,0]
t(m—1t) site|0,n]
+ |t| sit € [—m, 7]

(période = 2m).

(période = ).

(période = 2m).

(période =T = “L;
wg > 0).

(période = 2m).
(période = 2m).
(période = 2m).
(période = 2m).
(période = 2).

(période = 2).
(période = 2m).
(période = 4).

(période = 2m).
(période = 2m).
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2)

3)

4)

5)

6)

a) Déterminer le développement en série de Fourier complexe de la fonction f(¢) périodique
de période 2 telle que
f@)=t*+jt, vte]-1,1]. (1.171)

b) En déduire le développement en série de Fourier en sinus et cosinus.

a) Déterminer le développement en série de Fourier de la fonction f(¢) périodique de période
27 donnée par

t
flt)y=1- U sift] < . (1.172)
T
b) En déduire la valeur de la série numérique
i _r (1.173)
(2k —1)%" '
k=1

a) Déterminer le développement en série de Fourier de la fonction périodique de période m
et donnée par f(t) = |sint|si [t| < T

b) En déduire la valeur des séries numériques

Z4k2—1 et 24/’{2—1. (1.174)
k=1 k=1

a) Déterminer le développement en série de Fourier de la fonction f(¢) périodique de période
1 définie par

11

fOy=t, vte|—= =|. (1.175)
22

b) En déduire la valeur des séries numériques

o~ (D 1
Do D) (1.176)
k=1

k=1

a) A partir du développement en série de Fourier du signal triangulaire triy r(¢) périodique
de période 1", montrer en utilisant la formule de Parseval que

> 1 4
E —_— = — (1.177)
1
— (2k+1) 96
b) En déduire la valeur de la série
1
E —- (1.178)
1
k=1 k

(Suggestion : regrouper les termes d’indice pair et ceux d’indice impair.)

7) Désignons par f(t) la fonction périodique de période 2 définie dans | — 1, 1] par

[+t site]—1,0]
f@_{ —t2 4+t site|0,1]. (1.179)
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a) Déterminer le développement en série de Fourier de f ().

b) En déduire la valeur de la série numérique

— (=D*
_ . (1.180)
3
— (2k + 1)
c) En utilisant la formule de Parseval, montrer que
> 1 6
— = —. 1.181
; (2k+1)5 960 ( )

d) En utilisant la méthode de résolution de 1’exercice 6 b), déterminer la valeur de la série

=1
Z_' (1.182)
k=1 kﬁ

8) La fonction de transfert d’un systeéme linéaire invariant est donnée par
H(w) = (1 —e %) (1.183)

a) Laréponse de ce systeéme a un signal périodique réel est-elle encore réelle ? Justifier votre
réponse.

b) Déterminer la réponse au signal d’entrée x(t) = sin wyt.

¢) Quelle est la réponse de ce systeme a un signal périodique de période 1?

9) Déterminer les développements en série de Fourier des signaux périodiques suivants (A désigne
une constante positive) :

—A site]—1,0]

a) f(t) = (période = T').
A site [0,1]
—24¢ site]—Z,0]

b) f(t)= (période = T').
2 site 0,7
o f(t)=£t site€]0,T) (période = T).
d) f(t) = Alsinwet| site0,T] (période = T' = -, wy > 0).
e) f(t)=cosat site[-T 1] (période = T, T < I).
Solutions
4 K sin(2k — 1)t
Da=> —(F—7—,
Yo ; 2%k — 1

T 2 o= cos(4k — 2)t
RN
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[e.o]

(—1)*1cos 2kt
4k — 1 ’

1 1 2
c) —+ —cost + —
T 2 T

o

1 1. 2 1
d) p + §Slnw0t = 2 01 cos 2kwot,

1. K
h) —§s1nt—|—22(—1) 12 _1smkt,

1+2 i ﬂ(cos(lm)t — kmsin lmt)] ,

1+ k22

l—e! & 1—(—1)ke?
i) e +; 1:_]{:2)7; (cos(km)t + km sin knt),

2 o (_1)k
k)§+4z 12 cos kt,

cos(2k — 1)t 2 > sinkZt
1___ 2 _ = 2 ,
) sz (2k — 1)? ’H'Z k

2 1 CoS 2k:t sin(2k — 1)t
RSTIrpa _ ; (2k—1)3
s 4 cos(2k — 1)t
T2 SOS\Ah — )
Myt 2 2k —1)2 °
1 X 2 17
2 - -1 k o Jkmt
03+ 3 0 [ g e

Y
b) +2 Z (k27r2 cos(km)t 1 Sin k7rt> ;

1 cos(2k — 1)t
3 _
)5+ QZ 2k —1)2

2

> T
DY ="
;(zk—m 8
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T 4k2 — 1

=1 1 & (- 1 7«
b == =_——;
)Z4k2—1 2’ ;41#—1 2 4

I 1 & (1)

5) a) 2 + PZ 2 cos 2kmt,
k=1

(=1 22 =1 7T2‘
DY 1 lET g

k=1 k=1

=1 7
6) b)Y 17 =55
k=1

sin( Qk—i—l 7rt
R a)_z 2k +1)3

3

— m
ny T
e (2k+ 1) 32

=1 70
D255 o

8) a) z(t) <> ap = y(t) <> Br = H(kwo)ag et
b) 55 (H(wo)e?™o" — H(—wp)e /o)

4 sin” wo sinwy(2 — t),
+oo +o00

B = Br = y(t) réel,

(1 — 2 cos 2wy + cos dwy) sin wpt + (2 sin 2wy — sin 4wy) cos wot,

) z(t) = Z oy, €7 = (1) = Z H (2kn)ay /™ = 0;

k=—o0 k=—o00

4A N sin(2k + Dwot
VDD o

A 4A K cos(2k 4 1wt

R o
2w (2k+1)
o A A . sin(kwot)
2 s k ’
k=1
2A  4A S 2
g 2444 cos 2kwt

T T 4k2 —1°

e) sinc ( T) (1 + 2a? Z * cos kwot)> .



Chapitre 2

Transformée de Fourier

2.1 Transformée de Fourier d’un signal

2.1.1 Approche intuitive

En partant du développement en série de Fourier d’une fonction périodique de période 7' et en
faisant tendre 7" vers +o00, on aboutit a la définition de la transformée de Fourier d’une fonction non
périodique.

Si le raisonnement utilisé est parfois intuitif, il offre I’avantage de jeter les bases de I’analyse de
Fourier qui sera abordée avec la rigueur adéquate dans la suite de ce chapitre.

Soit f(t) un signal non périodique continfiment dérivable par morceaux dans R (voir figure 2.1)
et T" un nombre positif arbitraire. Introduisons la fonction périodique a f; motif de période T° définie
par

N |~
o[ N

fr(t) = [f(t), Vte } - [ , 2.1)

représentée sur la figure 2.2.

Le théoreme de Dirichlet (proposition 1.15) permet de développer la fonction fr en série de

Y

wRT
(@)
wid S\ - = = =

FIGURE 2.1 — Signal non périodique continiment dérivable par morceaux dans R.

37
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FIGURE 2.2 — Fonction périodique de période 7' construite sur la fonction de la figure 2.1.

Fourier. Si on pose Aw = 2?“, on peut écrire, quel que soit ¢ € R,

fr®) = 3, (% ifT(t)ejkA“’tdt> ikt

— & - % f (t) e—jkAwt dt ejkAwt,
27T k=—oc0 _% ! ’
d’ou en particulier, pour t €] — %, %[,
Aw s kA 1IN
f(t) = 5 f(t)e "Bt dt | elhawt, (2.2)
g k=—o00 _%
Prenons la limite pour 7" — +o00, de sorte que Aw — 0. On obtient
f(t) = lim Aw +OO f(t) e IRt gt | edRAt g e R (2.3)
Aw—0 21 =\ J_ o ’ ' '
En posant
+00 )
F(w) = f(t)e " dt, (2.4)
il vient
ft) = . i F(kAw)e™™ Aw, VYt e R (2.5)
2T Aw—0 P
ou encore
1 [F ,
f(t) = 2—/ F(w)e" dw (2.6)
™ —0o0

en vertu de I’interprétation de 1’intégrale comme limite d’'une somme.

La fonction F'(w) définie par la formule (2.4) est appelée transformée de Fourier de f.La formule
(2.6) montre que I’on peut retrouver f a partir de £ par le biais d’une intégrale appelée intégrale de
Fourier de f ou transformée de Fourier inverse.
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2.1.2 Définition

La transformée de Fourier de la fonction f(t) est la fonction I’ de la variable réelle w définie par
+oo )
F(w) = f(t)e 7" dt (2.7)

pourvu que cette intégrale existe. ! Elle est également notée

(Ff)(w) ou F,f ou F,[f(t)]. (2.9)
En particulier, on a
+o00
Fof = f(t)dt. (2.10)

Déterminons les conditions d’existence de la transformée de Fourier.

Proposition 2.1. La transformée de Fourier F'(w) existe et est définie dans R si et seulement si la
fonction f(t) est intégrable dans R.

Démonstration. De fait, on a successivement

F(w)estdéfini < f(t)e 7" € Li(R)
& |f(t)e ] € Li(R)
& (0] € Li(R)
& f(t) € Li(R),

auquel cas F'(w) est défini, quel que soit w € R. O

La condition f € L;(R) est assez restrictive, il s’ensuit que beaucoup de fonctions n’admettent
pas de transformée de Fourier.

Exemple 2.2. Déterminons la transformée de Fourier du signal f(t) = e~ *ech(t) (avec a > 0),
ou on définit la fonction échelon-unité

0 sit<0,
ech(t) =14 3 sit=0, (2.11)
1 sit>0.

1. Certains auteurs définissent la transformée de Fourier d’une fonction f € L;(R) par I’expression

F(v) = / f(t)e 72t dt, (2.8)
—00
faisant apparaitre la fréquence officielle ». On a évidemment F (v) = F(2nv). Nous avons adopté dans le cours la

définition (2.7) afin d’alléger les écritures au maximum.
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Ona f € Li(R) car la fonction f est intégrable en +o0c. Dés lors,

+oo ) +o0 )
Flw) = f(t)e_]‘“t dt :/ e~ (@it gy

—00 0

—1 : 0
e - [6_(a+]w)t:| +

a+ jw 0
B 1
aHjw
On a donc
1 a— Jjw

F(w) = Vw € R. (2.12)

:a—l—jw a? + w?’

La fonction F(w) est continue dans R et tend vers 0 a Uinfini. Cependant, F'(w) ¢ Li(R) puisque

lim wF(w) = —j # 0. (2.13)

w—00

On peut préciser la définition (2.7) dans le cas ou le signal f est pair

+oo
Flw) = f(t)[cos(wt) — jsin(wt)] dt
7—50—000 “+o0o
= f(t) cos(wt) dt — j / f(t)sinwt dt
+oo
= 2 f(t) cos(wt) dt (2.14)
0
ou, de maniere analogue, si f est impair
+oo
Fw)=-2j f(t) sin(wt) dt. (2.15)

0

2.1.3 Théoreme fondamental

Le théoreme fondamental de 1’analyse de Fourier, appelé également théoréme de Fourier, exprime
qu’une fonction peut étre retrouvée sous certaines conditions a partir de sa transformée de Fourier.
Nous I’accepterons sans démonstration.

Proposition 2.3 (Théoreme de Fourier). Soit f(t) une fonction intégrable et continiiment déri-
vable par morceaux dans R. Si F'(w) désigne sa transformée de Fourier, on a

+0o0
! F(w)e dw = f(t), Vte& dom,f (2.16)

2 J o

et, dans le cas d’une discontinuité au point t,

+oo —
% F(w)e’ dw = w, Vt ¢ dom,f. (2.17)
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En adoptant la convention de la définition 1.16, la formule (2.16) s’écrit simplement

+o0
f(t) 1/ F(w)e™ dw, VteR. (2.18)

T or

—00

Il s’agit de 1'intégrale? de Fourier d’un signal f ou transformée de Fourier inverse d’un signal f et
on écrit

ft)=F'F. (2.20)
On a donc

FIF'F=Fw) et F'F.f=f@). (2.21)

A noter que la transformée de Fourier inverse se ramene 2 une transformée de Fourier dans le cas
ol F(w) € Li(R), puisque
1 —+00 )
FFW)] = — / Fw)ei du
21 J o
—+00 1

- / —F(w)e‘jw(_t) dw

oo 2T

= Ful-F@) (2.22)

2.1.4 Spectre d’une fonction non périodique

Il ressort du théoreme de Fourier que le signal non-périodique f défini dans le domaine temporel
est completement déterminé par sa transformée de Fourier F'. On note

f(t) & F(w). (2.23)

On dit que la fonction F'(w) décrit la fonction f dans le domaine fréquentiel : on remarque en effet
que la dimension de la variable ¢ (souvent un temps) est nécessairement I’inverse de la variable w (une
fréquence, ou plus exactement une pulsation).

On dit aussi que F'(w) constitue le spectre de f. Il s’agit d’un spectre continu car la variable w
prend toutes les valeurs réelles. Le spectre de f est completement déterminé par

— le spectre des modules ou des amplitudes (complexes) :
|F(w)], w € R, (2.24)
— le spectre des arguments ou des phases complexes

arg F(w), w € R. (2.25)

2. En toute rigueur, I’intégrale du second membre devrait étre une intégrale fléchée définie par

1 —4o00 ) N )
f@) / Fw)e*'dw = lim F(w)e’ dw. (2.19)

2T oo N—+oo | _n

Elle ne devient I’intégrale ordinaire que si F'(w) € L1 (R). Nous avons cependant décidé de I’écrire comme une intégrale
ordinaire par souci de facilité.
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Ces deux spectres sont eux-mémes des signaux dont on peut tracer le graphe.

Exemple 2.4. Dans [’exemple 2.2, on a établi que

e “ech(t) + sia> 0. (2.26)

jw+a
On montre de méme que

e*ech(—t) +

: sia<0. (2.27)
Jjw—a

Plus généralement, si « désigne un nombre complexe, on a

e“ech(t) <

si Ra < 0, (2.28)

Jw —«

e“ech(—t) +» — si Ra > 0. (2.29)

Jw — «

2.1.5 Dualité

Proposition 2.5 (Principe de dualité). Soit f une fonction continiiment dérivable par morceaux et
intégrable dans R. Si son spectre F est intégrable dans R, alors

F(t) < 2n f(—w). (2.30)

Démonstration. D’apres le théoreme de Fourier, on a

+oo
/ F(w)e dw =21 f(t), VteER,; (2.31)
d’ou
+o0 ]
/ Flw)e ™ du = 2 f(—1), Yt € R; (2.32)
c’est-a-dire
FF(w)] =2nf(-t). (2.33)
On obtient le résultat annoncé en permutant les variables ¢ et w. ]

La proposition 2.5 reste valable si F' ¢ L;(R); dans ce cas, la transformée de Fourier de F' n’est
pas une intégrale ordinaire, mais une intégrale fléchée du type

M
lim F(t)e " dt. (2.34)

M—+oco J_pf

La proposition 2.5 traduit la dualité (ou la réciprocité) de la transformée de Fourier : si on connait
le spectre F' de f, on peut en déduire le spectre de F'. Plus précisément, on a

F(t) & F(w) = F(t) < 2nf(—w). (2.35)
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2.2 Transformées de Fourier de signaux usuels
2.2.1 Signal rectangulaire
Il s’agit du signal défini par
1 osift| < g,
rect, (t) = % si [t] = 3, (2.36)
0 silt|> g,
avec la largeur a > 0.
Comme rect,(t) € Li(R), sa transformée de Fourier est donnée par
too , 7
Fulrect,(t)] = / rect,(t) e 7" dt = / e vt dt. (2.37)
— 0 ~
Siw#0,0na
1 o oa vy — emIws
Folrecta(t)] = ——[e7?¥]2, =
[rect, ()] o e ]_§ T
2 (aw) ) <aw>
= —sin(— ) =asinc|— ),
w
tandis que si w = 0,
Folrect, ()] = a. (2.38)
Par conséquent,
, aw
rect,(t) <> asinc <7> : (2.39)
2.2.2 Sinus cardinal
Pour rappel, le sinus cardinal est la fonction définie par
: sint it £ 0
— t )
sinc(t) = { U osiilo (2.40)
Son graphe est présenté sur la figure 2.3.
Par dualité de I’expression (2.39), on déduit que
) at
asinc (5> < 21 rect,(—w) (2.41)
ou encore, en remplagant a par 2a,
2asinc(at) <> 27 recty, (w); (2.42)
c’est-a-dire -
sinc(at) <> — recty, (w). (2.43)

a
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>

ﬁSWAQ?T m 27T/\37r/\
\/ VA

FIGURE 2.3 — Graphe de la fonction sinc.

En particulier, si a = 1, on peut déduire 1’intégrale remarquable sur R

400 » .
sint sint
/ ——dt = Fy |— | = mrecty(0) = 7. (2.44)
oo t
L’intégrale considérée est en réalité une intégrale fléchée, obtenue facilement a I’aide de la transfor-
mation de Fourier.

La proposition suivante, donnée a titre informatif, montre qu’une approche classique est bien plus
compliquée.

Proposition 2.6 (Intégrale fléchée de sinc). La fonction sinc n’est pas intégrable a I’infini, mais

elle admet l’intégrale fléchée
——+o00
/ sinc(t) dt = 7. (2.45)
——00

Démonstration. On démontre facilement que la fonction sinc(t) est paire et qu’elle est Co (R).

Pour se convaincre que la fonction n’est pas intégrable a I’infini, on peut raisonner par I’absurde :
admettons que sinc(t) soit intégrable sur [1, +00].

Si on remarque que

sin®t
t

‘ = |sintsinc(t)| < [sinc(t)|, Vt € [1, +oo], (2.46)

on doit admettre, par application du critere de Lebesgue, que # € Li(]1, +o0]).
De méme

st st sm”t
—| = < , Vte[l, +oo] 2.47)
t+ 35 L+ 3 t
et on doit conclure que St‘fit € Li(]1, +o0]).
2
En outre, en effectuant le changement de variables v = ¢ + 7, on obtient
+oo 1.2 —+00 2
sin“t Ccos“ v
/ —dt = / dv. (2.48)
1 tt+ 3 +z v
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Les fonctions 2t et <L gont donc intégrables dans ]1 + 7, +oo[ et leur somme % I’est donc

aussi. C’est manlfestement absurde car on sait que cette derniere fonction n’est pas intégrable a I’in-
fini.
La fonction sinc admet par contre une intégrale fléchée. En effet, considérons M > 0 et I'intégrale

parfaitement licite
M M M sint
/ sinc(t) dt = 2/ sinc(t) dt = 2/ — dt, (2.49)
0 0

-M
car sinc est une fonction paire.
Puisque

+oo —xt] T+

1
/ e~ dy = [e } S (2.50)
; ., t

on peut écrire

M M +o0
t
2/ ﬂdt = 2 lim sintdt/ e " dx
0

t M —+oc0

+oo
= / dx/ "t sint dt, (2.51)

la permutation des intégrales étant justifiée par le critere de Tonelli. Or, on peut calculer I'intégrale
par rapport a ¢ a I’aide de I’artifice suivant

+o0 M +o00 +o00 +o00 +o00
2/ dm/ e sintdt = 2/ da:/ e “sintdt — 2/ dx/ e “sintdt. (2.52)
0 0 0 0 0 M

On obtient, pour I’intégrale sur x du deuxieme terme, en intégrant par parties,

400 +oo
2/ e sintdt = 2[—e ™ cost] LOO — 2/ ze ™ costdt,

M M
+oo
= 2¢eMTeos M —2 / xe *costdt. (2.53)
M
Puisque |a — b| < |a| + |b], on déduit successivement
+00 +oo
2‘/ e_xtsintdt‘ < 2e M7 |cosM| +2/ xe " cost|dt,
M M
+oo
< 2eMr4 9 / re " dt =4e M (2.54)
M

et le deuxieme terme de (2.52) peut étre majoré en valeur absolue

+o0 +00 +00 4 oMz +oo 4
‘2/ dx/ e_“sintdt' §/ 4e Mo gy = { } = —, (2.55)
0 M 0 -M |, M

et cette derniere tend vers 0 lorsque M — +oo0.
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o

a
2

FIGURE 2.4 — Graphe du signal triangulaire tri,.

Le premier terme de (2.52) peut étre calculé en considérant

“+oo +oo ]
2/ e Ceintdt = I<2/ e rtHt dt)
0 0
r (G—z)t\ 17 Toe
- 22(5)
L J =2/ li=o

r (j—a)t( ; t—-+o0
o fr ()]

—1—2a2 0
r —xt . t—-+o0
_ o= (cost + xsint)
| 1+ 22 0
2
= . 2.56
2 (2.56)
Par conséquent, la limite pour M — 400 de (2.49) finit par nous donner
——+o00 M dax o
/ sinc(t) dt = lim 2/ =2 lim [arctgz], = . (2.57)
——00 M—+o0 0 1 + $2 M—+o0
[]
2.2.3 Signal triangulaire
Le signal triangulaire de base a > 0 est défini par
ol g a
trig(f) = { L-23 silt <3, 2.58)
0 sinon.
Son graphe est représenté sur la figure 2.4.
Etant intégrable dans R et pair, sa transformée de Fourier est donnée par
+00 5 it
Foltrig(t)] = 2/ tri, (t) cos(wt) dt = 2/ (1 - —) cos(wt) dt. (2.59)
0 0 a
Siw=0,0ona
, 212 «a
Foltriu()] =2 [t — —| == (2.60)
al, 2
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Si w # 0, une intégration par parties conduit a
2 2t ERN N
Foltrig(t)] = — {(1 - —> sin(wt)} + — sin(wt) dt
w a 0o aw Jy
4 [ Cos(wt)] B 4 aw
= — |- =— (1 — Cos —)
aw w N aw 2
8
= s’ (%) _ gsm? (%) . 2.61)
Par conséquent, on obtient
: a . o /aw
trig(t) < < sinc (—) . (2.62)
2 4
2.2.4 Carré du sinus cardinal
Par dualité de la relation (2.62), on déduit que
a . o (at .
—sinc [ — | > 27 triy(—w) (2.63)
2 4
ou encore, en remplacant a par 4a,
2a sinc?(at) <+ 27 trigg (w), (2.64)
c’est-a-dire -
sinc?(at) ¢ — trig,(w). (2.65)
a
En particulier, si a = 1, on peut déduire I’intégrale remarquable sur R
+o0 gin? ¢ sin?t _
/_OO 2 dt = Fy oo B mtri(0) = 7. (2.66)

2.2.5 L’exponentielle décroissante bilatérale

A

1

I

FIGURE 2.5 — Graphe de I’exponentielle décroissante bilatérale e

Le signal exponentiel décroissant de facteur d’atténuation a > 0 est défini par

6—a|t\ )

—alt|

(2.67)
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Son graphe est représenté sur la figure 2.5.
Ce signal étant pair et intégrable sur R, il vient

+o0 +o00o
Fo [e_“‘tl} = 2/ e~ cos(wt) dt = ZR/ oIt gy
0 0

(—a+jw)t] T
- [ ( )
—a+Jw |, a— Jjw

a+ jw 2a
= 2R = 7. 2.68
<a2+w2) a? + w? (2.68)
Par conséquent, on a
2a
~alt 2.69
‘ a?+ w?’ (2.69)
et on établit par dualité
1 s
—alw|
= . 2.70
2+ at (2.70)
2.2.6 La gaussienne
La tres importante fonction gaussienne se définit
emot 2.71)
avec a > 0. Son graphe est représenté sur la figure 2.6.
A
1
FIGURE 2.6 — Graphe de la gaussienne et
Cette fonction est intégrable dans R et paire, sa transformée de Fourier est donnée par
+o0 )
Fw) =2 / e cos(wt) dt. (2.72)
0

Pour la nécessité du calcul, nous avons besoin de la dérivée de F

d Flw) = 2 d /+<>O — cos(wt) di _2/+00 d (e~ cos(wt))dt
do T T 0 ‘ v Ty dw ‘ “

+oo
= —2/ te " sin(wt) dt

[e.9]
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la dérivation sous le signe d’intégration étant ici autorisée. En calculant cette derniere intégrale par
parties, il vient

0 +oo
iF(w) 1 [e‘at2 sin(wt)] L C—d/ e~ cos(wt) dt = Y F(w). (2.73)
0

dw a 0 a 2a

Le spectre F'(w) satisfait donc a I’équation différentielle a variables séparables

dF w
- F 2.74
dw 2a @74
dont la solution générale est
w2
Flw)y=Ke 1, (K €R). (2.75)

Pour déterminer la constante d’intégration, nous allons utiliser la valeur connue de 'intégrale de

Poisson
+oo 2 T
F(0) = / e " dt = \/g (2.76)
\/E = K. .77
a

“)2
e o T e (2.78)
a

de sorte que
Ainsi, on a

La transformée de Fourier d’une gaussienne est donc une autre gaussienne dont la largeur est inver-
sement proportionnelle a la largeur de la gaussienne initiale.

2.3 Propriétés de la transformée de Fourier

2.3.1 Opérations élémentaires
Proposition 2.7 (Spectre d’une combinaison linéaire). Si
ft) < F(w) et g(t) < Gw), (2.79)

alors

M) + pngt) < MNF(w) + pG(w), YA, u e C. (2.80)

Démonstration. En effet, le spectre de la fonction Af(t) + ug(t) est donné par

+o0 ' too ' oo |
/_ Af(t) +pg(t))e dt = X[ ft)e™ ™ dt +p /_ g(t)e 7 dt

[e.o] - [e.9]

= AMF(w)+ pG(w).
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Proposition 2.8 (Spectre du signal conjugué). Si f(t) <> F(w), alors

Ft) & F(—w). (2.81)

Démonstration. De fait, le spectre de la fonction f(¢) est donné par

/_ +wme’jwtdt = / - ft)ert dt

+o0o
= / f(t)eiwtdt
= F(—w)
]
Proposition 2.9 (Spectres des parties réelles ou imaginaires). Si f(t) <> F(w), alors
F F(— F(w)— F(-
RI(t) & LW +2 =9 o zp) o £W - (=w) (2.82)
J
Démonstration. Ces résultats s’obtiennent en observant que
t)+ f(t) t) — f(t)
Rpy = JOETD 7y FO =T .
2 27
et en utilisant les propositions 2.7 et 2.8. ]
2.3.2 Modification dans le domaine temporel
Proposition 2.10 (Translation d’un signal). Si f(t) <> F(w) et si ty € R, alors
ft —to) & e7¥0 F(w). (2.84)
Démonstration. Si, dans I’intégrale
+o0 )
f(t—to)e 7" dt (2.85)
représentant le spectre de la fonction f(¢ — t), nous posons t — t, = 7, cette intégrale devient
+m . .
(7)e 3@t T) dr = e7Iwt B (w). (2.86)
]
Les fonctions f(t) et f(t — to) ont le méme spectre de modules puisque
|le7 F(w)| = |F(w)], (2.87)

mais pas le méme spectre d’arguments car

arg(e ¥ F(w)) = arg F(w) — wt. (2.88)
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FIGURE 2.7 — Graphe du signal rect, translaté de 3.

Exemple 2.11. Le spectre du signal

(1) = rect, (t . %) (2.89)
représenté sur la figure 2.7 est donné par
ae 7% sinc <%> . (2.90)

Proposition 2.12 (Facteur d’échelle). Si f(t) <> F(w) et si a # 0, alors

1 w
flat) & o F <E> . (2.91)
En particulier, si a = —1, il s’agit d’une inversion du temps
ft) < F(w) = f(—t) & F(—w). (2.92)

Démonstration. Envisageons le cas ot a < 0. Le spectre de f(at) est donné par

—+00

f(at)e 9 dt. (2.93)

En posant 7 = at, cette intégrale devient

> ol 1 [T ‘w 1
f(r)e“a —dr = —— f(r)ye7a"dr = —F (C—(J) . (2.94)
~+o00 a aJ_—c |CL| a
On procede de la méme maniere dans le cas ou a > 0. [l

On en déduit la propriété suivante sur la parité d’un signal.

Proposition 2.13 (Parité d’un signal). Un signal est pair (resp. impair) si et seulement si son
spectre est pair (resp. impair).

Démonstration. Soit f(t) un signal de spectre F'(w). D apres (2.92), on a
f(t)pair < f(—t) = f(t) & F(—w) = F(w) & F(w) pair. (2.95)

On raisonne de méme pour un signal impair. O
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2.3.3 Modification dans le domaine fréquentiel
Proposition 2.14 (Déphasage d’un signal). Si f(t) <> F(w) et si a € R, alors
f(t) e < F(w — a).

Démonstration. De fait, le spectre de f(t)e’* est donné par

+00 +oo
f) el e It dt = ft)e 7“9t gt = F(w — a).

Proposition 2.15 (Théoreme de modulation). Si f(t) <> F(w) et si a € R, alors

f(t)cos(at) <« 1F(cu—cz)+%F(w—ka)

2
1 1
f(t)sin(at) <« 5 Flw—a) - 5 F(w+ a).
Démonstration. Comme , .
6]at + efjat
cos(at) = ————,
2
ona ) )
F(#) cos(at) = 5 (B + 5 flr)e s

d’ou

1 1
f(t) cos(at) < §F(w —a)+ §F(w+a)
en vertu des propositions 2.7 et 2.14.
Le spectre de f(t) sin(at) s’obtient de maniére analogue en partant de
jat __ ,—jat
sin(at) = S
2J

Exemple 2.16. Comme, pour Ra > 0, on a d’apres (2.28)

1
e~ ech(t) < i’
o+ Jw
il vient 1 1 1 !
Foo |7 cos(bt) ech(t)] = 5 2 |
[e cos( )ec()} 2a+j(w_b)+2a+j(w+b)
soit

o+ jw

e~ cos(bt) ech(t) < S

D’autre part, il vient

1 1 1 1
" —at bt ht = — T 5
F [6 sm( )eC ()} 2ja+j(w—b) 2joz+j(w+b),

c’est-a-dire ;

(a+ jw)? + b2

e~ sin(bt) ech(t)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

]

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)
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2.3.4 Dérivation

Proposition 2.17 (Dérivation dans le domaine temporel). Soit f(t) une fonction intégrable et
continiiment dérivable dans R, de spectre F(w). Si

lim f(t) =0, (2.107)
t—00
alors 4
t
UAGIINP (2.108)
dt
Démonstration. De fait, une intégration par parties dans I’intégrale
dft)
—Jjwt gt 2.109
| ea 2.109)
représentant le spectre de f’(¢), la transforme en
[f(t)e 77 + juw ft)e 7 dt = jw F(w) (2.110)
puisque A
|f(t)e ™ =[f(t)] =0 sit— oo. (2.111)

]

Exemple 2.18. De la transformée de Fourier du signal exponentiel décroissant bilatéral (a > 0)

5 i — ge—a‘W‘ 2.112)

on déduit o -
ELae “ jw— el (2.113)

soit ; -

v _i ., pmalwl
GEYDE — =9 2awe . (2.114)

La proposition 2.17 reste valable sous les hypotheses f € C1(R) N Ly (R) et #d—(f) € L;(R) auquel
cas on a

lim f(t) = 0. (2.115)
En effet, la fonction
% [f(t)e 7] = dfd—(?e—jwt — jw f(t)e 7" € Cy(R) N Ly (R). (2.116)

D’apres le théoréeme fondamental du calcul intégral, sa primitive f(¢)e 7! possede des limities finies
en +o0o, qui ne peuvent étre que nulles car f(t)e 7' € L;(R). La proposition 2.17 s’étend naturelle-
ment aux dérivées d’ordre supérieur.
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Proposition 2.19 (Dérivation temporelle d’ordre supérieur). Soit f(t) une fonction intégrable et
m fois continliment dérivable dans R, de spectre F(w). Si

_dRf(t)
tliglo Ik =0, Vk=1,...,m—1; 2.117
ou si ’ff( )
d® f(t
e € Li(R), Vk=1,...,m; (2.118)
alors -
d{T’(L ) < (Jw)™ F(w). (2.119)

Proposition 2.20 (Dérivée dans le domaine fréquentiel). Soit f(t) une fonction intégrable dans
R de spectre F(w). Sit f(t) € L1(R), alors F(w) € C1(R) et on a

dF(w) :
= —jFult f(t)]. 2.120
R A 10) (2.120)
Démonstration. Le spectre
+oo
F(w) = f(t)e 7t dt (2.121)

est une intégrale paramétrique dont la valeur dépend de la variable (ou du parameétre) w. 1l résulte de
la théorie des intégrales paramétriques que F'(w) € C;(R) si l'intégrande f(t)e 7' € C1(R), Vt € R
et si sa dérivée est intégrable * dans R.

Ces conditions sont réalisées puisque

d —jwty —jwt
%(f(t)e )= —jt f(t)e € L(R) (2.123)

étant donné que .
| =gt f()e | = [t f(t)] € Li(R). (2.124)

Dans ces conditions, la dérivée de F'(w) s’obtient en dérivant sous le signe d’intégration, de sorte
que

P~ = [ e

dw dw J_ dw

—00

_ / " F)e I dt = —j Fft (1),

o0

]

3. Plus précisément, la dérivée de [D'intégrande doit étre majorée en module dans tout compact
[wo,w1] C R par une fonction gk (t) € L1 (R). C’est le cas puisque

max | —jt f(t)e % = |t f(t)| € L1(R). (2.122)

wE€[wo,w1
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La proposition 2.20 s’étend naturellement aux dérivées d’ordre supérieur.

Proposition 2.21 (Dérivées fréquentielles d’ordre supérieur). Soit f(t) une fonction intégrable
dans R et de spectre F'(w). Si

t* f(t) e Li(R), Vk=1,...,m, (2.125)
alors F(w) € Cy,(R) et on a
d*F(w) .
— - =GN RO, YE=1,....m. (2.126)

Dans les conditions de la proposition 2.21, on a

1 d"Fw) ., d"F(w)

Folt™ f(t)] = T T (2.127)
de sorte que
() < ™ d difn”) . (2.128)

Cette formule est couramment utilisée, elle permet d’obtenir le spectre de ¢ f(t) a partir de celui de

f(t).

Exemple 2.22. Comme établi dans la formule (2.28),

e “ech(t) < —  si Ra >0, (2.129)
a+ jw
ona
d 1 1
te “ech(t) < j — = . 2.130
e % ech(t) jdw<a+]’w> (a+ jw)? ( )

2.3.5 Energie d’un signal
L’ énergie du signal analogique f(t) € Lo(IR) est définie par

+o0
E:/ | f(t)|?dt. (2.131)

[e.9]

Son interprétation physique est évidente si on remarque que, pour un signal périodique, il s’agit de
I’intégrale sur le temps de sa puissance de la définition 1.26.

Proposition 2.23 (Formule de Parseval). Soit f une fonction continiiment dérivable par morceaux
et intégrable dans R de spectre F(w). Si f € Ly(R), alors

[e'] —+00
E—/ ]f(t)|2dt—%/ ()2 dw. 2.132)
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Démonstration. On a, d’apres le théoreme de Fourier 2.3,

400 - +00 +o0
FOFO) dt = £(1) (i / Fw) ejwtdw) dt

C _ 2 J_ o
1 +o00 +o0 )
= 5 f(t) </ e I F(w) dw) dt
el Vel
= - {F(w) Ft)e 9« dt} dw, (2.133)

le changement de I’ordre d’intégration étant autorisé puisque les intégrandes sont a variables sépa-
rables et que les bornes des intégrales ne dépendent pas les unes des autres. On obtient ensuite

e —
E = F(w)F(w) dw. (2.134)

2r )
0

La formule de Parseval s’interprete en terme d’énergie : le premier membre représente I’énergie
totale du signal f(¢) dans le domaine temporel alors que le second membre représente 1’énergie totale
du méme signal calculée dans le domaine fréquentiel.

2.4 Transformée de Fourier de distributions

La théorie des transformées de Fourier nous a amené a généraliser certaines notions, nous I’avons
vu avec les intégrales fléchées et la proposition 2.6. La justification rigoureuse de ces généralisations
peut s’avérer tres laborieuse alors que les implications pratiques sont, quant a elles, relativement
simples.

Il existe un cadre théorique appelé théorie des distributions qui permet d’envisager des €tres ma-
thématiques qui ressemblent a des fonctions, qui ont des propriétés similaires mais qui ne sont pas
stricto sensu des fonctions au sens de I’analyse mathématique.

Nous allons aborder quelques-unes de ces distributions a 1’aide de définitions plus intuitives. Nous
admettrons que les propriétés de la transformée de Fourier des fonctions s’étendent aux distributions.

2.4.1 Distribution de Dirac

Donnons d’abord une définition intuitive de la distribution de Dirac : considérons les fonctions
portes de Dirac correspondant a une impulsion de hauteur m restreintes a I’intervalle [—ﬁ, ﬁ] (voir
figure 2.8)

fm(t) = mrect%(t). (2.135)

On remarque que la porte de Dirac a la dimension de I’inverse de sa variable (tout comme la distribu-
tion) puisque ¢ et 1/m doivent avoir la méme dimension.
On constate que f,,,(t) € Li(R) et que
+o0

fm(t)dt = 1. (2.136)

—0o0
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i |
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| |
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| I
1

1 0

" 2m 2m

FIGURE 2.8 — Porte de Dirac de hauteur m et de largeur 1/m.

On définit intuitivement la distribution de Dirac comme €étant la limite, au sens des distributions,
des fonctions f,,,

5(t) = Lim  fo(t). (2.137)

Pour simplifier les écritures, nous utiliserons désormais une notation de limite classique. La distribu-
tion de Dirac est donc un étre mathématique qui prend la valeur O partout sauf en ¢ = 0 ou elle tend
vers 1’infini.

Intégrale de la distribution de Dirac

La notion d’intégrale peut étre généralisée aux distributions et ¢’est 1a que la distribution de Dirac
est intéressante, car elle est définie de maniere a vérifier la propriété suivante. Nous 1’accepterons sans
démonstration, telle une définition.

Proposition 2.24 (Distribution de Dirac). Si 1) est une fonction continue dans un voisinage V;, de

0,ona
+o00
/ S()(t) dt = 1(0) 2.138)
et, en particulier, on dit que O représente une impulsion ponctuelle d’intensité égale a 1
+oo
/ o(t)dt = 1. (2.139)

Si 1 est une fonction continue dans un voisinage V de 0, sauf en 0 ou elle posséde une discontinuité
de premiere espece, on a
400 1
| awd = Su) + v (2.140)
Il résulte de la proposition 2.24 que la distribution de Dirac caractérise une impulsion ponctuelle
en 0 de grandeur non définie, que 1’on représente par une fleche verticale de hauteur 1 au point 0 (voir

figure 2.9). Si a € Ry, on représente la distribution ad(¢) par une fleche de hauteur |a| au point 0,
dirigée vers le haut si a > 0 et vers le bas si a < 0.
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T 5(t)
0

FIGURE 2.9 — Représentation du graphe de la distribution de Dirac.

T 5(1) T 3t — 1)
0 to

FIGURE 2.10 — Distribution de Dirac translatée en tq. Les relations (2.149) et (2.150) traduisent le
fait que la distribution 6(¢ — t() caractérise une impulsion ponctuelle en ¢, de grandeur non définie,
que I’on représente par une fleche verticale de hauteur 1 au point ¢y3. Si @ € Ry, on représente la
distribution ad (¢ — to) par une fleche de hauteur |a| au point ¢y, dirigée vers le haut si @ > 0 et vers le
bas sia < 0.

Transformée de Fourier

Ona
Fulot)] =1, (2.141)
puisque
+00 )
/ S(t)e ¥t dt = e =1 (2.142)
et, par dualité (proposition 2.5), on a
i(t) < 1=1216(—w) = 21 (w), (2.143)
c’est-a-dire
Fol =2m(w). (2.144)

Par abus de notation, on 1’écrit aussi sous la forme
+o00 ]
/ eIt dt = 21 (w), (2.145)

bien que I’intégrale du premier membre ne soit pas une intégrale ordinaire.

Distribution de Dirac décalée

A P’instar des fonctions, la distribution §(¢ — t;) s obtient en translatant la distribution de Dirac
d(t) au point t, pour situer I’'impulsion en #, (voir figure 2.10). Dans ce cas, on a évidemment les
propriétés suivantes.

Si 1) est une fonction continue dans un voisinage V;, de ¢y, on a

/ S — to)t) di = (1), (2.146)

[e.9]
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Si 7 est une fonction continue dans un voisinage V;, de %y, sauf en ¢, ou elle possede une discon-
tinuité de premiere espece,

+o0 1

[ a -ttt = Slu() + v @.147)

Si 7 est une fonction continue dans un voisinage de ¢, on a
Y(1)o(t —to) = (to)d(t — to). (2.148)

Ona
St —ty) =0, Vt#t (2.149)
et
+oo

/ d(t —to)dt = 1. (2.150)

Par application de la proposition 2.10, on obtient
Fulo(t —tg)] = e 7% ; (2.151)
par dualité, puis en remplagant ¢, par —a, on a
Fo [¢"] = 2m6(w — a) (2.152)
et, a I’aide de la proposition 2.15, on a

Fulcos(at)] = w[d(w —a)+ d(w + a)], (2.153)
Fulsin(at)] = —jn[d(w —a) — 6(w + a)]. (2.154)

Dérivée de la distribution de Dirac

La notion de dérivée peut étre généralisée aux distributions et permet de dériver certaines fonc-
tions présentant des discontinuités. Pour dériver une fonction f au sens des distributions, on dérive
f partout ou c’est possible et aux points £, ou f n’est pas dérivable et posseéde une discontinuité de
premiere espece, on fait apparaitre le saut

[f(tg) — f (o)) o(t — to). (2.155)
Exemple 2.25. On a
%ech(t —tg) = 0(t — o) (2.156)

puisque le graphe de la fonction ech(t — ty) se présente comme sur la figure 2.11. La dérivée est nulle
partout sauf en ty ou elle vaut

lim ech(t) — lim ech(t)| o(t — tg) = (¢t — to)

+ —
t—t] t—tg
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FIGURE 2.11 — Echelon unité décalé en t,.

Les dérivées successives de la distribution de Dirac elle-méme peuvent-étre définies a I’aide des
transformées de Fourier et de la propriété 2.19 relative a la dérivation dans le domaine temporel

d™o(t
F { dtng )} = (jw)™, Vm e N, (2.157)
et par dualité
. d™6(w)
M s 2m(—1)™ 2.158
J"t" < 2m(=1) T ( )
ou encore 5
dm
Fo(t™) = 2mj™ L) (2.159)
dw™

2.4.2 Peigne de Dirac

On appelle peigne de Dirac de période T" > 0 la somme des impulsions de Dirac aux points k7’
avec k € Z. 1l s’agit d’une distribution, notée pgn(t), et définie par

+o0
pgnp(t) = > 8(t — k7). (2.160)

k=—o0

On la représente a I’aide du graphe de la figure 2.12.

HEEEEE

—37T-2T-T0 T 2T 3T

FIGURE 2.12 — Peigne de Dirac de période 7.

Si la fonction ¢ € Cy(RR), on a une fonction analogique reproduisant un échantillonnage a 1’aide

du peigne de Dirac
+o00

w(t)penp(t) = Y G(kT)5(t — kT). (2.161)

k=—o00
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Exemple 2.26. La fonction partie entiere PE(t) de I’exemple 1.11 a pour dérivée

—PE Z d(t — k) = pgn,(t)

puisque le graphe (figure 1.2) de PE possede des sauts de hauteur 1 en chaque entier k.

Proposition 2.27. La transformée de Fourier du peigne de Dirac de période T' > 0

pgn;(t Z 5(t — kT) (2.162)
k=—00
est donnée par N
Folpgny(t)] = Z wod(w — kwy) (2.163)
k=—o00
oit wy = -

Démonstration. La distribution pgn(t), étant périodique de période T, est développable en série de
Fourier *

pgnp(t k; o MWy = (2.164)
ou, d’apres la formule (1.30),
1 /%
an = 7 [ per(t)e ot
-z
1 /%
— — —jkwot
7). i(t)e dt
1, 1
T T
et, par conséquent,
+o0o
1 .
pgny(t) = kz_: Teﬂ’wot. (2.165)
Il s’ensuit que
=1 . X or
Fulpgnp(t)] = 7Fe [l = Y 7 0w — kwo) = wo peny, (W), (2.166)
k=—o00 k=—o00
d’ou le résultat. O

La transformée de Fourier d’un peigne de Dirac de période 7' est un peigne de Dirac de période
W = QT”, dont toutes les impulsions ont une intensité égale a wy.

4. Nous admettons que le théoreme de Dirichlet (proposition 1.15) s’étend aux distributions.
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2.4.3 La distribution valeur principale

14

b —1

FIGURE 2.13 — Graphe du signal sgn(t).

Introduisons d’abord le signal signe (voir figure 2.13)

1 sit >0,
sgn(t) =< 0 sit=0, (2.167)
—1 sit<O.

La valeur principale de % est définie intuitivement par

1 1 sit£0
2 = t )
VP<t> { 0 sit=0. (2.168)
La distribution valeur principale est liée a la transformée de Fourier de sgn
1
Folsgn(t)] = —25 VP (—) : (2.169)
w
En partant de
em st >0,
sgn(t) = lirJrrl fm(t) ou fn(t)=< 0 sit =0, (2.170)
m—r—+00 t .
—em sit <0
on obtient
Fulsen(t)] = lim Fo[fu(®). (2.171)
m—r—+00
Il vient des lors
“+o0o
Folfm(®)] = fm(t)e 7" dt

e%—jwt e;—f—jwt +oo
= — +
1 1 .
m—JY —00 m IV 0
1 . 1
- ooy ]W-I—E Jw
- 1
e W
o mPw
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de sorte que

—2 siw#0 . 1
Fosen(t) = { 0 Siw—0 } =—-2jVP (;) . (2.172)
Remarque 2.28. Le principe de dualité assure que
1
—2j VP (;) < 2msgn(—w) = —2mwsgn(w), (2.173)
c’est-a-dire .
VP (;) < —jmsgn(w). (2.174)

2.4.4 DL’échelon-unité

La transformée de Fourier de I’échelon-unité est liée a la distribution de Dirac et de la valeur
principale :

Folech(t)] = wd(w) — j VP (é) . (2.175)
En effet, comme
ech(t) — %[1 +sen(t)), (2.176)
ona . . .
Fulech(t)] = 3 Fo.l+ 3 Folsen(t)] = mo(w) — j VP (;) : (2.177)

2.4.5 Spectre discret d’une fonction périodique
La théorie des distributions permet de montrer que la transformée de Fourier d’un signal pério-
dique donne un spectre discret qui est précisément le spectre de la série de Fourier du signal.

Proposition 2.29. Soit f(t) une fonction périodique de période T, continiiment dérivable par
morceaux dans R et de motif fo(t). Si Fy(w) désigne le spectre de fo, alors

o= : 27
B S s 2
T
k=—o00
ou )
. = —CU()F()(/COJ()). (2179)
2w
Démonstration. D’apres la formule (1.30), on a
1 —Jkwot
ap = = f( )e et dt
TJz
T
2
—_ - fO 7]kw0t dt

- —jkwotdt
[ e

1
= T F()(/{Zwo).
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]

Le spectre discret d’une fonction périodique f s’identifie a son spectre continu F,, f aux points
kwy au facteur 5= pres.

2.5 Résolution de I’équation de la chaleur

Nous nous proposons de résoudre I’équation de la chaleur
ou 0%u
— = -,
ot Ox?

ou ¢ désigne une constante > 0. La fonction u(x,t) décrit la distribution de la température dans une
tige de longueur infinie a I’instant £ > 0. Nous imposons la condition initiale

VreR, Vt>0 (2.180)

u(z,0) = f(z), VYxeR. (2.181)
Introduisons la fonction e
Ulw,t) = / u(z,t) e 4" da (2.182)

représentant la transformée de Fourier de u(x, t) sur la variable x. Elle est définie pour w € Rett > 0
si u(x,t) est intégrable dans R par rapport a la variable z, quel que soit ¢ > 0.
En prenant la transformée de Fourier sur la variable x des deux membres de I’équation (2.180),

on obtient oo g oo 2
soit 5
5 Uw,t) = c(jw)? U(w,t) (2.184)

en supposant que %—?, % € Li(R) par rapport a z, pour tout ¢ > 0. Nous substituons ainsi a 1’équation

aux dérivées partielles (2.180) les équations différentielles

0
5 Uw,t) = —c?U(w,t), weR, (2.185)
de solutions générales
Uw,t) = K(w)e ™. (2.186)
On détermine la fonction K (w) en exploitant la condition initiale. Comme
+00
U(w,0) = / u(z,0)e ™" dr = F(w) (2.187)
ou F(w) désigne le spectre de f(x), il s’ensuit que K (w) = F(w), d’ou
Uw,t) = Fw)e ™™, (2.188)
On retrouve 1’expression de la solution u(z, t)
1 [t 2
u(z,t) = 2—/ F(w)e ™" el dw. (2.189)
™ —0o0
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Applications

2.5.1 Exercices

1) Déterminer la transformée de Fourier des fonctions suivantes :
a) f(t) = 3e 21 4+ 25 trig, (1) ;
b) f(t) = e M cosnt;
sint si|t| <,

©) f(t) = { 0 sinon;

~ J cost sift] <7,
d) f(t) = { 0 sinon;
e) f(t> = 5[0,&] (t)v (a’ > O)’
f) f(t) = 6[a,b](t)7 (a’u be Ru a < b)’
1 si0<t<e
-1 si—§5<t<0, (a > 0);
0  sinon,
2t —2 site[l,2],
6—2t sitel23],
0 sinon;

0 sinon;

t4+2 site[-2, 1],
1 sit e [—1,1],
2—1t sitell,2],

0 sinon;

[t|] si—1<t<1,

0 sinon;

et sit >0,

0 sit=0,

—e! sit < 0;

t sitell,2],
i) f(t) = { 4—t site 2,3,
t

m) f(t) = trecty(t), (a>0);

n) f(t)=te ™, (a>0);

o) f(t) =tm™e *ech(t), (a>0,meNy);
p) f(t) = cosbte !~ (a>0,b€R);

q) f(t) =sinbte™  (a>0,bcR);

1) f(t) = cosbte ™, (a>0,beR);

s) f(t) =sinbte ™, (a>0,beR);
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t) f(t) = tcosbte ech(t), (a>0,b€R);
u) f(t) =tsinbte " ech(t), (a>0,b€R).
Vérifier dans chaque cas que le spectre F'(w) est continu dans R et posséde une limite nulle a
I’infini.
2) Déterminer la transformée de Fourier des fonctions suivantes :
a) f(t) = %22‘“‘ (par convolution dans le domaine fréquentiel),
_ 1
b) f(t) = zoa>
__ sin2m(t—3)
o) f(t) = =5
d) f(t) = tQEiZ?j_'ya
sin? 3(¢t—1
e) f(t) = t272(t+1)'
2 W2
3) Sachant que le spectre de la fonction de Gauss g(t) = e~ * est donné par G(w) = 2me™ 7,
déterminer le spectre des fonctions suivantes :
t
W fit) = [ rolriar,
b) fa(t) = t2g(t),
t2 1
) f3(t) = (1> — 2t + 1)e 2t 2,
t
d) f4(t) = sin 4t/ Tg(T)dT,
&) fs(t) = cos? 2t g(t),
f) fo(t) = e
4) a) Montrer que rect,(t) x recty(t) = atrig,(t).
b) En déduire le spectre de trig,(t).
5) On considere la fonction f(t) = e~ * ech(t).
a) Montrer que (f * f)(t) = te 2 ech(t).
b) Calculer le spectre de la fonction ¢ e~ ech(t) de deux manieres différentes.
6) On définit la fonction “trapézoidale” T'(t)

1 si|t] <1,
Tt =4 2—|t| sil<|t| <2, (2.190)
0 si[t] > 2.

a) Montrer que 7'(t) = (rect; x rects)(t). En déduire le spectre de 7'(t).
b) Montrer que 7'(t) = 2 trig(t) — triz(¢). En déduire le spectre de 7'(t).
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7) Utiliser les formules de Parseval-Plancherel afin de calculer les intégrales

+0o0 ; n
/ (%nt) e (2.191)

pourn = 2,3, 4.

8) On considere la fonction f(t) = e 5.
a) Vérifier que f'(t) +¢ f(t) =
b) En calculant la transformée de Fourier des deux membres de cette équation
différentielle, déterminer le spectre F'(w) de f.

+oo
¢) Calculer I = / e~ cos(wt) dt.
0

9) On considere la fonction f(¢) de I’exercice 1) ).

a) Utiliser le théoreme de Fourier pour montrer que

/+oo Y sin(wt)dw = ~ e, VE>0 (2.192)
SIn(w W = =€ . .
0o 1+ w? 27

Pourquoi cette identité n’est-elle pas valableent = 07?
b) Utiliser la formule de Parseval pour montrer que

+o00o w2 T
/0 T do=" (2.193)

10) Soit f(¢) un signal de spectre F'(w). Montrer que
a) f est imaginaire pur et pair < F' est imaginaire pur et pair.

b) f estimaginaire pur et impair < [’ est réel et impair.

11) Déterminer la transformée de Fourier inverse des fonctions suivantes :
a) F(w) =
b) F(w) = recto,(w — wp) + rectayq(w +wp), (a > 0);

(w) =

¢) F(w) = e 3o,
(w)
(w) =

1 .
w244

d) Fw) = , (a>0);
e) F'(w) = 5= a, (Ra > 0);
f) F(w) = 1a, (Ra < 0).

Ld

12) a) Déterminer la transformée de Fourier inverse de

1

w? + a?’

F(w) = (a > 0). (2.194)
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13)

14)

b) Montrer que

oo dw T

en utilisant la formule de Parseval.

¢) Montrer que

+o0 dw -
/—oo (WQ + CLQ)(CUQ + b2) - ab(a + b)’ (a’ b> 0) (2.196)

en utilisant la formule de Plancherel.

Déterminer la transformée de Fourier des distributions suivantes :
a)o(t—1);

b) 34(t +2);
c)o(t—1)+20(t) +o(t+1);
d) ei* — 24 e (a € R);
e) cos’wot, (wp € R);

f) sinwot, (wo € R);

g) sinwgt coswpt, (wy € R);
h) coswpt ech(t), (wp € R);
i) sinwgt ech(t), (wo € R);
j) coswpt sgn(t), (wo € R);
k) sinwotsgn(t), (wo € R).

Déterminer la transformée de Fourier inverse des distributions suivantes :
a) 6(w + 2),

b) §(w — 3),
0)0(w—1)—20(w) +d(w+ 1),
d) sin w,

e) cos 2w,

f) sin? 3w,

g) cos® 4w,

h) w?,

i) (w—1)2,

Dz,

k) w3 sin w,

1) wcos(w — 4).
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15)

16)

17)

18)

19)

20)

On considere le signal périodique de période T’
f(t) =rectyr(t), (0<a<T).

a) Ecrire f a1’aide du peigne de Dirac de période 1" et de la fonction motif f.
b) Calculer le spectre Fy(w) de fo.
¢) En déduire le spectre F'(w) de f.

d) Vérifier que les coefficients oy, de la série de Fourier de f sont donnés par

A = % WOFO(I{ZWO)

Oflwo = QTW

Reprendre le méme exercice avec le signal périodique de période 7 et de motif

~J Acos2t sift| <7, A>0;
fO(t)—{ 0 SiT< |t <x

Reprendre le méme exercice avec le signal périodique de période 2 et de motif

ot osift] <3,
fo(ﬂ—{ 0 sii<lt<1.
La réponse impulsionnelle d’un systeme LIC est donnée par
h(t) = (t) +te "ech(t).

a) Déterminer la réponse fréquentielle de ce systeme.

b) Déterminer sa réponse ou signal d’entrée x(t) = ¢/t

La réponse fréquentielle d’un systeme LIC est donnée par
COS W
Hw)=——
@) w241
a) Déterminer la réponse impulsionnelle A (t) de ce systeme.

b) Déterminer sa réponse au signal d’entrée z(t) = §(t — 1).

On considere le systeme linéaire invariant continu de réponse impulsionnelle
T
h(t) =& (t - 5)
et le signal d’entrée z(t) = cost de réponse y(t).
a) Déterminer la fonction de transfert de ce systeme.
b) Calculer a partir de 1a le spectre de y(t).
¢) En déduire I’expression de ().

d) Retrouver I’expression de y(¢) directement a partir de h(t).

(2.197)

(2.198)

(2.199)

(2.200)

(2.201)

(2.202)

(2.203)
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21) On considere le systeme linéaire invariant continu décrit par I’équation différentielle
y"(t) —y(t) = x(t). (2.204)

a) Déterminer la fonction de transfert de ce systeme.
b) En déduire sa réponse impulsionnelle A(t).
c) Calculer h”(t) — h(t).
22) Un circuit électrique est caractérisé par 1’équation différentielle linéaire a coefficients constants

suivante
12¢"(¢) + 7y (t) + y(t) = 22'(¢) + x(t), VteR (2.205)
ol y(t) désigne la réponse du circuit au signal d’entrée z(t).
Déterminer
a) la fonction de transfert de ce circuit,
b) I’amplitude et la phase du spectre de y(t) si z(t) = e~ " ech(t),
¢) 'expression de y(t) si z(t) = e " ech(t).

23) Trouver la réponse impulsionnelle des systemes LIC décrits par les systemes d’équations diffé-

rentielles
2) Li"(t) + Ri'(t) = 2'(t)
Ri'(t) = y'(1),
-/ i . — /
b) R?/(t) + Clz(t) 2 (t)
Ri'(t) = y'(t)
24) Résoudre 1’équation de la chaleur
ou  0*u
—=—7, VxeR, Vi>0 2.206
at 8:1:27 x 6 ) > Y ( )
sous la condition initiale .
u(z,0)=e"*, VreR. (2.207)

2.5.2 Solutions
1) a) w§i4 + 2jasinc? (a %) ;

b) 14(w? +72+49)
(w2472449)2 —4m3w?

(25 ) i |w| £ 1,

) —jm stw =1,
[ g7 stw = —1;

( x
e

si ] # 1,
d)

I

si |w| = 1;
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2)

3)

e ™ Giw #£ 0,

jw s aw
e) = asinc (7“’) e 2
a siw=20
—e_jwj;e_jbw siw # 0,
f) =((b—a)e 2" smc(%w),
b—a siw=~0
2j cos gyt siw # 0,
g)
0 siw = 0;

h) 2e7% sinc” (£) ;
i) e%* (2sinc(w) + sinc® (£));

j) 4sinc*(w) — sinc® (%)

k) 2 sinc(w) — sinc? (£);

0
1) _W2J_T_)1 ;
% [% CoS (%) — sin (%)] siw # 0,
m)
0 siw = 0;
2
n) —%1 gwe i
O) a—i—jw m+1 7
b2
) 2a (w2+;}2j’:l;l2)—g 4b2w2 1)

) —4jabw
q w2+a2+b2)2 4b2w2’

r) \/fe*wém ch (b—“’)
9 —iyEe i ()

(atjw)>—b> .

t) a+]w +b2}2 s
2b(a+jw)

W) Tarjor+67e

a) ma trig, (w);
b) me ¥ eIl
) e ¥ rectyy (w);

d) —J7T 20w | 87 o= V3lw—4| _ o=8j o—V3lw+4| :

e) 3me ¥ trija(w).
a) —V2me T siw Z0et0siw=0,

2

b) vV271(1 — w?)e 7,
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c) V2m(l — w2)e_w7>2_jw,
d)2jV2me® e_%g(w sh 4w — 4 ch 4w),

e) 1v2re 7 (14 e Schdw),
2
N iv2me .
4) b) trigg(t) «» asinc® (%),

5) b)te > ech(t) < G
Z(cosw — cos2w) siw # 0,
6) a) T'(t) <> 3sinc (%) sinc (22) =
3 siw = 0;
% (sin2 w — sin? %) siw # 0,
b) T'(t) +» 4sinc®(w) — sinc® (¥) =

3 siw = 0.

T osin=2,

4_00 . t n
7)/ (%) dt =14 3 sin=3,

2w : _
5 osin=4.
w2
8) b) F(w) =+2me 7,
w2
0y e T

11) a) 172,
b) 2% cos wyt sinc(at),

3 69jt
T t2+49°

t2
d) #ﬁ € 4a,
e) —ech(—t)e™,

f) ech(t)e™.

12) a) 5- el

13) a) e /v,
b) 32,
¢) 24 2cosw = 4cos® 4,
d) 27[6(w — a) — 26(w) + d(w + a)],
e) 7[0(w — 2wo) + 20(w) + d(w + 2wp)],
) Z[—0(w — 2wp) + 20(w) — 6(w + 2wy)],

CHAPITRE 2. TRANSFORMEE DE FOURIER



2.5. RESOLUTION DE L’EQUATION DE LA CHALEUR

73

2) %[(5@ + 2wp) — d(w — 2wp)],
h) Z[5(w — wo) + 8(w + wp)] — L [VP< 1 >+VP<

i) 226 (w + wo) — 6w — wo)]+;[VP< ! )—VP(

=i |VP (5) +ve ().

W VP (55) - VP ().
14) a) o= e 2,

b) 1 it

c) 7r(cost - 1),

d) 5[0t +1) —a(t = 1)),

e) 3[0(t — 2) +6(t + 2)],

f) —1[0(t — 6) — 28(t) + 6(t + 6)],

) £[6(t —12) +35(t — 4) 4 35(¢ +4) + 6(t + 12)],

h) —0"(t),

i) —elt 8"(),

Dis(t+1),

k) %[5’”(t +1)=0"(t—1),

D —L1[e7§'(t + 1) + 8’ (t — 1)).
15) b) Fy(w) = asinc (%w)

SHcos (22) i |w| # 2,

16) b) Fy(w) =
A

T si |w| = 2.
% (wcos% — 2Sin§) siw # 0,
17) b) Fy(w) =
0 stw = 0.
18) &) H(w) = 1 + oo
b) y(t) = H(w)el*t.
19) a) h( ) le (e—|t+1\ 4 e—\t—1|)’
b) y(t) = 1 (e7! + e~ t=21),
20) a) H(w) = e 92
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21) a) H(w) =

—7
b) h(t) = —1e M,
) h'(t) — h(t) = 6(t).

22) ) H(w) = — 2t
b)Y (w) = H(w)X (w) = H(w) i,
Y (w)| = A2 :

V/(1-1202)2 44902 V1+w?’

argY (w) = arg(l + 2jw) — arg(1l — 12w? 4 Tjw) — arg(1 + jw);

23) a) h(t) = Be Flech(t),
b) h(t) = 6(t) — 5= € ’C ech(t)




Chapitre 3

Analyse fréquentielle des systemes

3.1 Systemes dynamiques
Prenons I’exemple d’un circuit R — L (voir figure 3.1) composé d’une résistance 2, d’une in-

ductance L et d’un générateur de tension qui envoie dans le circuit une tension V' (¢) variable, ce qui
engendre I’apparition d’un courant i(t).

R
+
V() .
it

FIGURE 3.1 — Circuit R — L soumis a une tension variable dans le temps V (t).

On montre que ¢(t) satisfait a I’équation différentielle

di(t) R 1
y7 +Zz(t)— LV(t) (3.1)

et est donné par
t
i(t) = — / e LIV (v) du. (3.2)

On peut représenter schématiquement ce circuit par le diagramme de la figure 3.2 qui traduit le fait
que le circuit agit comme un mécanisme qui a une entrée V' (¢) associe une sortie ().

Un systéme S est une application qui a un signal analogique d’entrée z(t) associe un signal de
sortie y(t) noté

y(t) = S(x(t)). (3.3)
On représente un systeme S par le diagramme de la figure 3.3.
On dit que y(t) est la réponse du systeme S a ’entrée x(t), ce que 1’on note

x(t) — y(t) ousimplement z — y. (3.4)

75



76 CHAPITRE 3. ANALYSE FREQUENTIELLE DES SYSTEMES

V(t) i(t)

circuit N

FIGURE 3.2 — Représentation du systeme de la figure 3.1 sous forme de diagramme entrée-sortie.

FIGURE 3.3 — Représentation d’un systtme S ayant pour signal analogique d’entrée x(t) et pour
sortie analogique y(t).

Un systeme est continu (ou analogique) si les signaux d’entrée et de sortie sont continus. On dit
aussi qu’il s’agit d’un systeme en temps-continu (en anglais continuous-time system). Le circuit de
I’exemple (3.1) est continu.

Un systeme est discret (ou numérique) si les signaux d’entrée et de sortie sont discrets. On dit aussi
qu’il s’agit d’un systeme en femps-discret (discrete-time system). lls seront évoqués ultérieurement.

3.1.1 Systemes linéaires

Parmi les systemes rencontrés dans les problemes scientifiques, les systemes linéaires constituent
une application majeure dans de nombreux domaines.

Un systeme S est linéaire si
S(Ax) =AS(xz), VAeC (3.5)

et
S(x1 + x2) = S(x1) + S(z2). (3.6)

La relation (3.5) traduit le principe de proportionnalité : si y est la réponse a ’entrée z, alors la
réponse a Az est \y, c’est-a-dire
Ty = AT — Ay, (3.7

La relation (3.6) traduit le principe d’additivité : si y; est la réponse a I’entrée x; et y» la réponse
a ’entrée x,, alors la réponse a I’entrée x1 + 2 est y; + ya, SOit

Ty > Y1€tTo = Yo = T1 + To — Y1 + Yo2. (3.8)
Les systemes linéaires possedent la propriété suivante.
Proposition 3.1. La réponse d’un systeme linéaire au signal nul est le signal nul.

Démonstration. De fait, si x désigne un signal de réponse y, on a

S(0)=Sx—x)=95(x)—-Sx)=y—y=0.
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Vérifions que le systeme S du systeme introductif (3.1) est linéaire. D une part, il est proportion-
nel :
Visi= AV =\,

puisque
%(Az(t)) + %(Az(t)) =A l% i(t) + %z(t)} = —(AV(1)).

D’autre part, il est additif :

Vi detVorsio = Vi+ Vo0 4o,

puisque
d . . R, . d . R d . R
E(Zl(t) +i9(t)) + Z(Zl(t) +is(t)) = ?zl(t) +7 i (t) + 7 io(t) + 7 ia(t)
— L A+ Val).

Plus généralement, tout systeme continu décrit par une équation différentielle linéaire a coeffi-
cients constants du type

N M

d™y dy d"x dx
by —+...+ 01— +by=ay —++... +a1 — + apx 39
N N L 0Y M L 0 (3.9)
ou les coefficients a;, b; sont des constantes complexes est linaire. De tels systémes se rencontrent
couramment en pratique.

En introduisant les polyndomes

A(z) = auz™ +- + a1z +ag
B(Z) = bNZN+"'+b12+bQ,

I’équation (3.9) peut se mettre sous la forme compacte

d d

Un systeme est invariant si la forme du signal de sortie ne dépend pas de I’instant auquel est
appliqué le signal d’entrée, autrement dit si le comportement de ce systeme (i.e. la loi qu’il établit
entre entrées et sorties) ne change pas au cours du temps. Dans un systeme invariant, la réponse a un
signal d’entrée sera la méme aujourd’hui ou demain.

Traduisons mathématiquement 1’invariance d’un systeme. Un systeme continu est invariant si

3.1.2 Systemes invariants

z(t) = y(t) = x(t —to) — y(t — to), Vto € R. (3.11)
Exemple 3.2. Le systeme décrit par I’équation différentielle

diZl—Eft) +2y(t) = 3z(t), VteR



78 CHAPITRE 3. ANALYSE FREQUENTIELLE DES SYSTEMES

est invariant. De fait, en exprimant que les deux membres sont égaux au temps t — ty, il vient

dy(t — to)

Si nous posons
I(t)=x(t—to), u(t)=y(t—to)

et si nous observons que

dy(t)  dy(t —to)

dt dt

on obtient

de sorte que

Plus généralement, on peut démontrer de cette maniere la proposition suivante.

Proposition 3.3. Tout systeme continu décrit par une équation différentielle a coefficients constants
du type (3.9) est invariant.

Si les coefficients sont variables, 1’invariance n’est plus de mise, comme le montre 1I’exemple
suivant.

Exemple 3.4. Le systeme décrit par [’équation différentielle

WO 4 oyt = taft), vt (3.12)

n’est pas invariant. De fait, en procédant comme dans |’exemple précédent, on obtient successivement

W +2y(t —to) = (t — to)x(t — to)
d%_it) +25(t) = (t — to)Z(t)

de sorte que les signaux &(t), §(t) ne vérifient pas I’équation (3.12).

3.1.3 Fonction de transfert

La notion de fonction de transfert d’un systeme linéaire invariant découle de la proposition sui-
vante.

Proposition 3.5 (Caractéristique des systemes linéaires invariants). Dans un systeme linéaire in-
variant, la réponse a un signal harmonique de fréquence w est un signal harmonique de méme fré-
quence.
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Démonstration. On suppose implicitement que la réponse existe : soit y(¢) la réponse du systeme
continu S au signal harmonique
x(t) = ce?*".

Si 7 désigne un nombre réel quelconque, on a d’apres (3.11)
z(t—71) =yt —71).

Comme
z(t —7) = e = eI = Ty (1),

on obtient d’apres (3.5)
y(t —7) =St —17)) = S(e?x(t)) = e Ty(t), VteR.

En particulier, pour t = 0, on a

d’ol en remplagant 7 par —t,

La réponse du systéme linéaire invariant S au signal d’entrée z(t) = e/** est donc donnée par
y(t) = Ce!

ou C est une constante complexe par rapport au temps ¢, mais qui dépend néanmoins de la fréquence
w (ou plus exactement de la pulsation). On la note

C=H(w)

et on I’appelle fonction de transfert du systeme. On a donc

e s H(w)el™! (3.13)
Oou encore -
S(elt)

H(w) = pr (3.14)

Proposition 3.6. La fonction de transfert du systeme décrit par I’équation différentielle
d d
Bl — t)y=A(— t
()0 =a(5)a0

H(w) = : (3.15)

est donnée par
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Démonstration. En exprimant que les signaux
z(t) = e et y(t) = H(w)e’

vérifient I’équation (3.9) et apres avoir observé que

d* t Nk jwt
%BJ = (jw)"e*", VEk €N,
on obtient
[on ()™ + - 4 i (jw) + bo] H(w) = [ans(jo)™ + - + a1 (jw) + ao] ,
d’ou Aljo)
Jw
H(w) = ;
“ = Blw)
]
Exemple 3.7. La fonction de transfert du systeme introductif (3.1) est donnée par
1 1
H(w)=—% (3.16)

Jw + % JwL+ R
La proposition 3.5 est une caractéristique essentielle des systemes linéaires invariants. Cependant,
I’existence de la réponse d’un tel systeme a un signal harmonique n’est pas assurée. Comme nous
allons le voir dans la suite de ce cours, elle dépend de la stabilité du systeme et de ses fréquences
propres. Dorénavant, nous supposerons que tous les systemes rencontrés sont linéaires et invariants.

Les systemes linéaires invariants sont également appelés systemes linéaires temps-invariants (en an-
glais linear time-invariant) et désignés en abrégé par systemes LTI.

3.1.4 Systemes réels
Un systeme est réel si la réponse a un signal réel est également un signal réel.

Proposition 3.8. Si y(t) est la réponse du systeme réel S au signal x(t), alors Ry(t) est la réponse
a Rx(t) et Ty(t) est la réponse a Tx(t).

Démonstration. Posons
2(t) = (1) + jra(t) et y(t) = yi(t) + jya(t).
En tenant compte de la linéarité du systeme S, il vient
y(t) = S(x(t)) = S(za(t) + jra(t)) = S(21(t)) + 55 (2a(1)).
Comme les signaux S(z1(t)) et S(x2(t)) sont réels, on a
S(ai(t)) = wu(t) et S(za(t)) = v2(t),

ce qui traduit
Rx(t) — Ry(t) et Zx(t) — Zy(t).
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Il est possible de préciser la réponse d’un systeme réel de fonction de transfert H (w) a un signal
cisoidal.

Proposition 3.9. Si S est un systeme réel de fonction de transfert
H(w) = [H(w)| ™),

sa réponse au signal cisoidal
z(t) = Acos(wt + ¢,)

est le signal cisoidal de méme fréquence
y(t) = A|H(w)| cos(wt + @ + d(w)).
Démonstration. On a successivement
y(t) = S(z(t)) = S[R(Ae% ") = R [S(Ae%e")]
= R [A el S(ej‘”t)} =R [A eI% H(w) ej‘“t]
- R [A |H(w)| ej(wt+¢o+¢(w))]
= A|H(w)| cos(wt + ¢, + d(w)).

3.1.5 Systemes stables

Un signal continu f(t) est borné s’il existe une constante C' > 0 telle que
FB<C, VieR

Un systeme est stable si la réponse a tout signal borné est également un signal borné.
Un signal harmonique est un signal borné, puisque

lce?t| = |c|[e?| = |c|, VtER.

La réponse d’un systéme stable a ce signal existe et est bornée également, c’est un résultat attendu
puisque la réponse est également harmonique en vertu de la proposition 3.5.

3.1.6 Systemes causaux
Un systeme est causal si quel que soit le réel ¢y, on a z(t) — y(t) et
z(t) =0Vt <ty = y(t)=0,Vt <t

Donnons une interprétation intuitive de cette définition. Un signal x(t) est dit excité si z(t) # 0;
il est non excité sinon. La condition précédente exprime que la réponse y(t) n’est pas excitée tant que
x(t) ne I'est pas; il faut donc une cause d’excitation de x(¢) pour que y(t) le soit également.

Proposition 3.10 (Caractérisation des systeémes causaux). Un systéme est causal si et seulement
si la réponse a tout signal causal est également un signal causal.
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Démonstration. La condition est visiblement nécessaire : il suffit de prendre ¢, = 0 dans la définition.
Montrons qu’elle est suffisante. Soit ¢y € R et x(¢) un signal tel que

xz(t) = y(t) et xz(t) =0,V <.
Le signal &(t) = z(t + to) est tel que
z(t) — y(t+to) et Z(t)=0,Vt<O.
Etant causal, sa réponse I’est également :
y(t+t9) =0,Vt <0

de sorte que

3.2 Produit de convolution

Un outil mathématique est tres utile dans 1’analyse des systemes : il s’agit du produit de convolu-
tion (ou convolution en abrégé).
Le produit de convolution de deux signaux f et g définis presque partout dans R est la fonction

notée f x g et définie par
—+00

(fxg)t) = f(v)g(t —v)dv (3.17)

pourvu que cette intégrale existe.
Si f et g sont nuls pour £ < 0, on a

f(w)g(t—v)=0 si v<0 ousi v>t

de sorte que

- fotf(v)g(t—v)dv sit >0,
(f +9)(t) = { 3 cinon (3.18)
Examinons quelques propriétés du produit de convolution.
3.2.1 Propriétés
Bilinéarité
Le produit de convolution est bilinéaire : on a
fx(ongr + a2g2) = an(f *x g1) + aa(f * g2) (3.19)
et
(arfi + ozfo) x g = an(fixg) + az(f2x 9). (3.20)

Ces relations découlent directement de la propriété d’additivité des intégrales.
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Commutativité

Le produit de convolution est commutatif :

fxg=gxf. (3.21)

De fait, on a
—+o00

(f x9)(t) = f(v)g(t —v)dv

ou encore, a 1’aide du changement de variable v = ¢ — w de sorte que dv = —dw,
(fxg)(t) = — f(t —w)g(w)dw
+oo
“+oo
= [ stwste - wyie
= (g~ f)1).

Reégle de dérivation

La dérivée du produit de convolution n’est pas donnée par la formule classique de dérivée d’un
produit, mais par

d df
il — 22
S ra)="xg (3.22)
ou J J
Y
E(f*g) =[x 0 (3.23)
selon que f ou g est dérivable.
Par exemple, si g est dérivable, on a
d too
G ) = 5| [ swate- o
+oo dg(t —v
= [ 0
dg
- ) (¢t

la dérivation sous le signe d’intégration étant permise sous certaines conditions que nous supposons
remplies.

3.2.2 Convolution par des signaux usuels
Convolution par I’échelon-unité

Ona
oo

(f *ech)(t) = f(v)ech(t — v)dv.

—00
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Comme
ech(t — v) = 0 sit—v<0, ca-dsiv >t,
11 sit—v>0, cadsiv<t;

il vient

(f * ech)( / e (3.24)

Notons que si f € Cy(R) et si f est intégrable en —oco, f * ech représente la primitive de f qui tend
vers 0 en —oo.

Convolution par un signal rectangulaire

Ona

“+o00

(f *recty)(t) = ) f(v) rectr(t —v)dv

1 t+%
= T/T f(v)dv
=3

La convolution de f par un signal rectangulaire de largeur 7" représente donc la valeur moyenne de f
sur I'intervalle [t — 2. ¢ + T] dans le cas ob f € Co(R).

Convolution par I’'impulsion de Dirac
D’apres la formule (2.138), il vient

Feo = [ 80 s o= 500 (3.25)

o0

car f est continue. L’impulsion de Dirac est donc un élément neutre pour le produit de convolution.
D’autre part, on a d’apres la formule (2.146)

o = [ a1 50— v = - 10) (3.26)

o0

3.2.3 Convolution et transformée de Fourier

Il existe une relation tres pratique entre 1’opération de convolution et la transformée de Fourier qui
nous dispense, la plupart du temps, de calculer explicitement une convolution. La convolution dans le
domaine temporel devient une simple multiplication dans le domaine fréquentiel.

Proposition 3.11 (Spectre de convolution). Si f et g sont deux fonctions intégrables dans R de
spectres respectifs F(w) et G(w), alors

(fxg)(t) & Flw)G(w). (3.27)
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Démonstration. Au vu des hypotheses, nous savons que la fonction f x g € L;(R). Son spectre vaut

Fulfrg) = /+°°<f*g><t>e—jwtdt

_—T-Ooo +oo
_ / ( F)g(t —v) dv) eIt gy
too | ptoo
- / ( fw)e gt — U)e_jw(t_”)dv> dt.

L’intégrabilité de la fonction étant assurée par le critere de Tonelli, on peut permuter 1’ordre d’in-
tégration, ce qui conduit a

+oo +oo
Fo(fxg) = flv)e 7« dv/ gt —v)e 3t gt (3.28)

o

ou encore en posant t — v = 7 dans I'intégrale en ¢, I’'intégrande devient alors a variables séparables
avec des bornes indépendantes et on peut considérer qu’il s’agit d’un produit d’intégrales

Fulfxg) = (_:ofw)eﬂ‘wvdv) ( / ;OOQ(T)ej“Tdr)
— F)Gw),

d’ou le résultat. L]

Proposition 3.12 (Spectre d’un produit). Soient f, g deux fonctions continiiment dérivables par
morceaux et intégrables dans R de spectres respectifs F(w) et G(w). Si fg € L1(R), alors

F(1)g(t) o (F x C)(w). (3.29)

Démonstration. En appliquant le principe de dualité au spectre de (f % g) (cfr proposition 3.11), on
obtient
F(t)G(t) < 2n(f xg)(—w) (3.30)
avec [ = F 'Fetg=F1G.
En changeant les notations, prenant f (resp. g) pour F' (resp. (), on obtient

f@) g(t) & 2m (F ' fxFlg)(—w). (3.31)
D’apres (2.22) et la proposition 2.8, le spectre de f(t) g(t) s’écrit successivement
1 1 1
27 (2— F if +— }"_tg) (—w) = —[F(—v)*xG(—v)](—w)
T 2 2
1 teo
= o) F(—v)G(w+v)dv
1 teo
- = F _
o | (u) G(w — u) du
1
= %(F * Q) (w).



86 CHAPITRE 3. ANALYSE FREQUENTIELLE DES SYSTEMES

3.3 Réponses d’un systeme

Soit S un systeme LTI. On définit la réponse impulsionnelle du systéeme S comme étant la réponse
de ce systeme a I’impulsion de Dirac : il s’agit du signal h(¢) défini par

h(t) = S(5(¢)) (3.32)

ou encore
§(t) — h(t). (3.33)

La réponse indicielle du systeme S est la réponse de ce systeme a I’échelon-unité : il s’agit du
signal ind(¢) défini par
ind(t) = S(ech(t)) (3.34)

ou encore
ech(t) — ind(?). (3.35)

La réponse impulsionnelle du systeme de 1’exemple introductif (3.2), est donnée par

1

t
M) = 1 / =0 5(0) dv

1 [Hes
= = / e (=0 ech(t —v)d(v) dv

= —e 'Tech(t). (3.36)

Sa réponse indicielle vaut

t
ind(t) = / e_(t_”)%ech(v)dv

L
(1—e'%) ech(t). (3.37)

Proposition 3.13. Si S est un systéme linéaire invariant continu de réponse impulsionnelle h(t),
la réponse de ce systeme au signal z(t) est donnée par

S(x(t)) = (z % h)(t). (3.38)

Démonstration. En vertu de (3.25), on a successivement

“+o00

S(z(t)) = S[(x % 8)()] = S (/ 2(v) 6(t — v)dv) .

—0o0
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Si on découpe | — 0o, +00[ en intervalles élémentaires [ = [v, v + dv], I’intégrale se présente comme
la limite d’une somme, de sorte que x(v) est considérée constante dans cet intervalle

S(z(t)) = S (lim x(v)d(t —v) dv)

en vertu de la linéarité de S. Comme
S(6(t—wv)) =h(t —v)
étant donné que S est invariant, il vient

S(z(t)) = lim z(v) h(t —v) dv

dv—0

- /m 2(v) h(t — v) dv

o0

= (z*h)(t).

La proposition 3.13 est vérifiée pour le systeme de 1’exemple (3.2) puisque, en utilisant (3.36)

S(x(t)) = % /_ == () dy

1 [t R
= Z/ e~ Zech(t — v) z(v) dv

= (z*h)(t).
Il y a une relation étroite entre la réponse impulsionnelle et la réponse indicielle d’un systeme.

Proposition 3.14. Dans tout systeme linéaire invariant continu, la réponse impulsionnelle est la
dérivée (au sens des distributions) de la réponse indicielle.

Démonstration. Comme

ind(t) = S(ech(t)) = (ech * h)(t),

la dérivée a’(t) vaut
d < dech

%ind(t) -\ " h) (t) = (0 h)(t) = h(t).
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L’intérét de la réponse indicielle réside dans le fait qu’elle peut étre déterminée expérimenta-
lement, contrairement a la réponse impulsionnelle. Cette derniere s’obtient en dérivant la réponse
indicielle.

On vérifie aisément que la proposition 3.14 est satisfaite pour I’exemple (3.2) en comparant (3.37)
et (3.36).

La réponse impulsionnelle d’un systeme permet d’en dégager les principales caractéristiques
comme en témoignent les propositions suivantes.

Proposition 3.15 (Caractérisation d’un systeme réel). Un systeme LTI est réel si et seulement si
sa réponse impulsionnelle est réelle.

Démonstration. Comme

(x*h)(t):/_ s )h(t — v)dv,

o
il est évident que x x h est réel si x et h le sont.
D’autre part, si x * h est réel quel que soit le signal réel x, alors

T[(w+ h)(1)] = / T ()Tt — )] dv =0, ViER.

o0

En prenant z(t) quelconque, il en résulte forcément que
Zlh(t —v)] =0, VtveR,;
d’ou h est réel. O]

Proposition 3.16 (Caractérisation d’un systeme causal). Un systeme LTI est causal si et seulement
si sa réponse impulsionnelle est causale, soit

h(t) =0, Vt<O0.

Démonstration. D’ une part, si x et h sont des signaux causaux, alors h(t — v) est nul pour tout t < v.
Des lors, sit < 0, on a que h(t —v) = 0 pour tout v > 0 et

(x*h)(t) = /O+OO z(v)h(t —v)dv =0, Vt<O0.

D’autre part, si
(x*xh)(t)=0, Vt<O

lorsque z(t) = 0, Vt < 0, 0n a
“+oo
(2% h)(t) = / v bt —v)dv =0, V< 0;
0

d’ot en prenant x(t) quelconque, il en résulte forcément que
h(t —v) =0, Vt<0,Yv>0;

ce qui signifie que
h(t) =0, Vt<O0.
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Proposition 3.17 (Caractérisation d’un systeme stable). Un systeme LTI est stable si et seulement
si sa réponse impulsionnelle h(t) € L (R).

Démonstration. D’une part, si z(t) est borné, ¢’est-a-dire si
lz(t)| < C, VteR
etsi h € L1(R), alors (z x h)(t) est également borné puisque

@O < [ @) -0l

[e.9]

+oo
< C/ |h(t —v)| dv

o

+oo
< C/ |h(u)| du.

o0

D’autre part, montrons que h € L;(R) si le systéme est stable. Procédons par I’absurde : suppo-
sons h ¢ L1(R) et considérons le signal d’entrée

o(t) = { HCD s h(—t) 0,

0 sinon.

Ce signal est borné puisque |z(t)| < 1, Vt € R, et est tel que
z(t) h(—t) = |h(=t)], VteR.
Le signal de sortie correspondant est donné par

+o00
y(t) = / £(0) h(t — v) do

o

d’ou en particulier en ¢ = 0,

w0 = [ en-iao= [ ineoldo= [ bl

o0 — 00 —0o0

ce qui prouve que le signal de sortie n’est pas borné et que par conséquent le systeme n’est pas
stable. 0

3.4 Systemes LTI d’entrée périodique
Soit S un systeme linéaire invariant de fonction de tranfert H (w) :
S’ = H(w)e™". (3.39)

Nous allons déterminer la réponse de ce systeme a un signal d’entrée périodique. S’il est généralement
difficile d’obtenir cette réponse dans le domaine temporel, nous allons voir qu’on peut la déterminer
aisément dans le domaine fréquentiel, c’est-a-dire a partir de son spectre.
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Proposition 3.18 (Réponse d’un systéme a une entrée périodique). Si x(t) désigne un signal
périodique de période 'T' continiiment dérivable par morceaux dans R de spectre

z(t) < ay (3.40)
alors la réponse y(t) du systeme S a ce signal est un signal périodique de période T de spectre
y(t) <> ap H(kwy), ke€Z. (3.41)
Démonstration. D’apres le théoreme de Dirichlet (proposition 1.15), on a
+o00
x(t) = Z ettt (3.42)
k=—00
_ 27
avec Wy = T-

La réponse y(t) est donnée par

y(t) = S(z(t)) =S ( Z akejk”°t> (3.43)

k=—00

et en utilisant la linéarité de S

+00 +oo
y(t) = Z oy, S(edkeoty = Z ay, H (kw) /%" (3.44)
k=—00 k=—o0

Il s’agit d’une fonction périodique de période 1’ de spectre
y(t) <> ay H(kwy), k€ Z. (3.45)
[]

Si H(kwg) = 0, on dit que la fréquence kwy est bloguée : le systtme ne donne aucune réponse
pour une fréquence donnée. Les filtres sont des dispositifs permettant de sélectionner (ou de filtrer)
certaines fréquences en bloquant toutes les autres. On distingue : des filtres passe-bas bloquant toutes
les fréquences supérieures a une certaine valeur, des filtres passe-haut bloquant toutes les fréquences
inférieures a une certaine valeur, des filtres bande ne laissant passer que les fréquences comprises
entre deux valeurs.

Exemple 3.19. Considérons un systeme linéaire invariant dont la fonction de transfert est
1

—w? +3jw+2

La réponse de ce systéeme au signal scia, (t) périodique en dents de scie (1.75) de période 2, c-a-d

wo = 1, dont le spectre est

H(w) =

(3.46)

—ip=CW ke
t = T2RT e 0 3.47
wlt) & o {0 sik =0, G47

est le signal y(t) périodique de période 2T et de spectre

(1) sik e Zo,

y(t) & B = oy H(k) = { FCRarm (3.48)
0 sik=0.

Le signal x(t) est réel et impair. Par contre, si le signal y(t) est encore réel car B_;, = By, il n’est
plus impair puisque B_y # — .
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3.5 Systemes LTI d’entrée analogique non périodique

3.5.1 Fonction de transfert

Les systemes reposent sur la fonction de transfert. Le résultat suivant permet de la calculer facile-
ment.

Proposition 3.20. La fonction de transfert d’un systeme LTI est la transformée de Fourier de sa
réponse impulsionnelle h.

Démonstration. La réponse du systéme au signal z(t) = e/“! est donnée en vertu de la proposition
3.13 par

(hxx)(t) = / N h(r) et dr

—00

= (/ h(T)e 74T dT) et

D’autre part, on sait, d’apres la formule (3.13), que
et s H(w) et (3.49)
ou H(w) désigne la fonction de transfert du systéme.

En égalant les expressions du signal de sortie engendré par x(t), on obtient

H(w) = /_ m h(t) e 7 dr = F,[h(t)]. (3.50)

o)

]

Proposition 3.21. Si X (w) et Y (w) désignent les transformées de Fourier du signal d’entrée x(t)
et du signal de sortie correspondant y(t), alors

Y(w)=H(w) X(w) (3.51)
ou H(w) désigne la fonction de transfert du systéme.

Démonstration. Comme

y(t) = (hxz)(t), (3.52)
il vient
Fuly(®)] = Fu[h(t)] Folz(t)] ; (3.53)
soit
Y(w)=Hw)X(w). (3.54)
]

La fonction de transfert d’un systeme permet de décrire le systeme dans le domaine fréquentiel ;
on I"appelle aussi réponse fréquentielle du systeme. En pratique, partant du signal d’entrée x(¢), on
détermine X (w) = F,[z(t)]; on en déduit Y (w) a ’aide de la proposition 3.21 et par suite y(t) =
Fi t_l[y(w)]-
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Exemple 3.22. Un filtre passe-bas de fréquence de coupure w. > 0 est un systeme linéaire dont
la fonction de transfert est donnée par

e vt si|w| < w,

H(w) = { 0 si |wl > We. (3.55)

Seules les fréquences inférieures ou égales en valeur absolue a la fréquence w. peuvent passer. La
réponse impulsionnelle de ce filtre est donnée par

1 +o0 ) 1 We )
h(t) = FHH(W)] = o H(w) e dw = > eI (t=t0) iy, (3.56)
s T J .
soit w
h(t) = = sinc(w.(t — tp)). (3.57)
™

La réponse de ce filtre au signal d’entrée

o0 A
= Z vy e7Fwot (3.58)
k=—o00
périodique de période T' = est donnée par
o0 4
y(t) = S(x(t) = Y ap S = Z o, H (keo) 750", (3.59)
k=—o00 k=—00

Si w. n’est pas un multiple entier de wy, désignons par N ['unique entier tel que

Nwy < we < (N + 1)wp. (3.60)
1l s ensuit que
H(kwy) =0 silk]|>N+1, (3.61)
d’on
N
= ) ay ettt (3.62)
——N

Le spectre discret de y(t) ne comporte donc qu’un nombre fini de valeurs significatives oy, correspon-
dant aux fréquences kwy comprises entre —w,. et w.

3.5.2 Systemes décrits par une équation différentielle

Considérons le systeme LTI décrit par I’équation différentielle linéaire a coefficients constants
d d
B{—|ylt)=A(— t 3.63
() w0 =4(5)=0 363

A(z) = ay™ +-- 4+ a1z + ao,
B(Z) = bNZN+"'+b12+b0
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sont des polyndomes de degrés respectifs M et N.
Sa fonction de transfert est donnée par

A(jw)

HE) = 3wy

(3.64)

Proposition 3.23. Le systeme décrit par ’équation différentielle du type (3.63) avec M < N
est causal et stable si et seulement si les zéros du polyndome B(z) sont situés dans le demi-plan
{z: Rz < 0}.

Démonstration. Déterminons la réponse impulsionnelle

h(t) = FHH(w))]. (3.65)
Décomposons d’abord la fraction rationnelle 28 ; en fractions simples. En supposant (pour des
raisons de facilité) que le polyndme B(z) possede N zéros simples z1, ..., zy, on a
A(z) W,
= 3.66
d’ou
N o
H(w) = 3.67
(w) CO+ZjW_Zk (3.67)
k=1
ou ¢y, . .., cy désignent des constantes. Il s’ensuit que

h(t):coé(t)—i-ickft_l( ! ) (3.68)

W — Z
—1 J k

Comme, d’apres les formules (2.28), (2.29) et (2.169),

=< —e*tech(—t) siRz >0, (3.69)
s sgn(t)el ot siz, = jwp;

. e*t ech(t) si Rz < 0,
7 (2ms)

JW — 2k

on constate que le systeme est causal si

h(t)=0,Vt<0 < TRz<0, Vek=1,...,N (3.70)

et stable si
h(t) € L1(R) < Rz, <0, Vk=1,...,N. (3.71)
O]

Le circuit R-L de I’exemple 3.1 est régi par I’équation différentielle

(1) + Zit) = = V(1) (3.72)
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que I’on peut écrire sous la forme 3.63 de référence en posant

1 R
A(z) = 7 et B(z)=z+ I (3.73)
II n’y a qu’un seul z€ro au dénominateur et il s’agit de
R
- _ 3.74
z iR (3.74)

dont la partie réelle est négative : le circuit 2-L est donc causal et stable. En outre, la fonction de

transfert est donnée par
1
T 1
Hw)=—t— = 3.75
@) Jjw + i—% JjwL+ R 3-75)

de sorte que la réponse impulsionnelle vaut

e 'ech(t). (3.76)

3.5.3 Diagrammes de Bode

Le diagramme de Bode est un moyen de représenter la réponse en fréquence d’un systéme, no-
tamment €lectronique. Il permet une résolution graphique simplifi€e, en particulier pour 1’étude des
fonctions de transfert de systemes analogiques.

Le diagramme de Bode d’un systeme de réponse fréquentielle H (jw) se compose de deux tracés :

1. le gain (ou module, ou amplitude complexe) en décibels (dB). Sa valeur est calculée a partir de
M(w) = 201og,o (| H (jw)]), (3.77)

2. la phase complexe ! (ou argument) , donnée par
P(w) = arg(H (jw)). (3.78)

L’ échelle des pulsations est logarithmique et est exprimée en rad s~! (radian par seconde). L’échelle
logarithmique permet un tracé tres lisible, car construit a partir de trongons de ligne droite.

Filtre passe-bas du ler ordre

Soit la fonction de transfert : 1

H(w):1+j_w

(3.79)

avec pulsation w, qui est appelée pulsation de coupure.
Pour w < w,., H(jw) ~ 1 donc

M(w) = 20log,(|H (jw)|) ~ 0

1. L’usage consacré est de I’exprimer en degrés.
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Diagramme de Bode du gain M(w)

0 = 1
10 h 1
201 | — — — - Exact : ]
30k Asymptotique |
4444444444444 wc
_40 L P | L M| L M | 1
107! 10° 10° 102 10°
w
Diagramme de Bode de la phase complexe P(w)
0 . -

S0 |- — — - Exact ]
Asymptotique
““““““““ w, :
-100 ' i -
107 10° 10' 102 103

FIGURE 3.4 — Diagramme de Bode pour le filtre passe-bas du premier ordre avec w, = 10rads™ .

et
P(w) = arg(H (jw)) =~ 0°.

Pour w > w,, H(jw) ~ —j*= donc
M(w) ~ —201logyo(w) + 201og;,(wo)

et
P(w) = arg(H (jw)) = —90°.

Dans un repére logarithmique, | H (jw)| se traduit par une pente de —20 dB par décade ou encore
—6 dB par octave. Le diagramme de Bode asymptotique du module est une représentation simplifiée
qui se résume a deux trongons linéaires (voir figure 3.4).

En w,, ona
1
H(jw,) = ——.
(Jwe) = 7 ny
soit
M (w,) = —201og,y(V2) = —101log,(2) ~ —3.

La courbe réelle passe par conséquent 3 dB en dessous du point de coupure.
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Filtre passe-haut du premier ordre
Soit la fonction de transfert :
I jw
1L+ judw

Jw

H(jw) = (3.80)

Le tracé s’obtient en prenant le symétrique du module et de la phase du passe-bas (voir figure 3.5).

Diagramme de Bode du gain M(w)

or =
q0f - 1
201 — — — - Exact ]
: Asymptotique
30k A ymptotique | |
T .
_40 L Ll L i L PR | PR
107! 10° 10 102 103
w
100 Diagramme de Bode de la phase complexe P(w)

50 -
— — — - Exact
Asymptotique :
ok L W
107! 100 10 102 108

FIGURE 3.5 — Diagramme de Bode pour le filtre passe-haut du premier ordre avec w, = 10rads™*.
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Applications

1) Laréponse y(¢) d’un systéme a une entrée x(t) est donnée par

a) Montrer que ce systeme est linéaire et invariant;

b) Montrer que ce systeme est réel et stable ;

¢) Déterminer la réponse a I’entrée x(t) = coswt, w > 0;
d) Déterminer la réponse a I’entrée z(t) = sinwt, w > 0;
e) Déterminer la fonction de transfert de ce systeme.

2) Soient Sy, S, deux systemes continus linéaires et invariants admettant respectivement les fonc-
tions de transfert

Hi(w) = Aj(w)e?® @) et Hy(w) = Ag(w)e?®2),
Déterminer la fonction de transfert du systeme 5557 qui au signal d’entrée x associe le signal
S951(x) = So[S1(2)].
3) La fonction de transfert d’un systeme continu linéaire invariant est donnée par

el¥

Hw)=——
W) =57
Calculer la réponse de ce systeme au signal d’entrée
x(t) = jelt.
4) Soit un systeme continu linéaire invariant de réponse indicielle a(t). Déterminer la réponse de

ce systéme au signal rectangulaire recty ().

5) Soit un systéme continu linéaire invariant de réponse impulsionnelle A (t). Déterminer la ré-
ponse de ce systeme au signal d’entrée

z(t)=1, VteR.

6) La réponse indicielle d’un systéme continu linéaire invariant est donnée par
a(t) = cos(2t) e * ech(t).

Déterminer la réponse impulsionnelle i(t) de ce systeme.

7) La réponse impulsionnelle d’un systeme LTI est donnée par
h(t) = (t) +te "ech(t).

a) Déterminer la réponse fréquentielle de ce systeme.

b) Déterminer sa réponse au signal d’entrée z(t) = e/,
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8)

9)

10)

1)

12)

13)

La réponse fréquentielle d’un systeme LTI est donnée par

CoS W
Hw) = w21

a) Déterminer la réponse impulsionnelle A(t) de ce systeme.

b) Déterminer sa réponse au signal d’entrée z(¢) = (¢ — 1).

On considere le systeme linéaire invariant continu de réponse impulsionnelle

T
h(t) =6 (t - 5)
et le signal d’entrée x(t) = cost de réponse y(t).
a) Déterminer la fonction de transfert de ce systeme.
b) Calculer a partir de 1a le spectre de y(t).
c¢) En déduire I’expression de y/(t).

d) Retrouver I’expression de y(t) directement a partir de h(t).

On considere le systeme linéaire invariant continu décrit par 1’équation différentielle
y'(t) —y(t) = ().

a) Déterminer la fonction de transfert de ce systeme.

b) En déduire sa réponse impulsionnelle A(t).

¢) Calculer h”(t) — h(t).

Un circuit électrique est caractérisé par 1’équation différentielle linéaire a coefficients constants
suivante

12¢"(¢) + 7y (t) + y(t) = 22'(¢) + x(¢t), VteR
ol y(t) désigne la réponse du circuit au signal d’entrée z(t).
Déterminer
a) la fonction de transfert de ce circuit,
b) I’amplitude et la phase du spectre de y(¢) si x(t) = e ech(t),
c) I'expression de y(t) si z(t) = e " ech(t).
Trouver la réponse impulsionnelle des systemes LT1 décrits par les systemes d’équations diffé-
rentielles

N { Li"(t) + Ri'(t) = 2'(t)

Résoudre I’équation de la chaleur
ou  0%u
—=—, VzeR, Vt>0,
ot~ oz "

sous la condition initiale
2
u(z,0)=e", VreR
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3.5.4 Diagrammes de Bode

14) Déterminer les diagrammes de Bode asymptotiques des systemes ayant pour fonctions de trans-
fert les fonctions suivantes :

a) G(s) = (gw+a) =a(je +1),
b) G(S) s+a - a(fl"‘l)’
) G(s) =

K(s+3) _ QK(EJFI)
d) G(s) = s(s+1)(s+2) s(i+1)3(%+1)'

15) Pour chacune des fonction de transfert de 1’exercice précédent, déterminer 1’effet du passage du
signal sinusoidal z(t) = 3 cos(2 x 103 + ) et dessiner le signal de sortie du systeme.

3.5.5 Solutions

1) ¢) z(t) = coswt — y(t) = 2sin ¥ cos(wt — ¥),
d) z(t) = sinwt — y(t) = Zsin ¢ sin(wt — £),
©) H(w) = 57 = Zsing e7/5,

2) H(w) = Aj(w)As(w) el 1@ Foz()),

3) y(t) = jH(1)elt = i< et

4) recty(t) — (recty xd')(t) = [ d'(v)dv,

5) x(t) = (zxh)(t) = [ h(v)do.

6) h(t) =d'(t) = (—3cos2t — 2sin2t) e 3 ech(t) + 0(t).

7) @) H(w) = 1+ g

10) a) H(w) = ——-
b) h(t) = —% eIt
c) W'(t) — h(t) = ().
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1) 2) H(w) = -2t
DY (W) = Hw)X(w) = Hw) - 5,
Y ()| = Atk .

B v (1-12w2)2+49w2 RRVAEmE
arg Y(w) = arg(1 + 2jw) — arg(1l — 12w? + Tjw) — arg(1 + jw);

o) y(t) = [% eci—les—1 e‘t] ech(t).




Chapitre 4

Signaux discrets et transformées

4.1 Signal discret

Un signal numérique (ou discret) est une fonction qui n’est définie que pour certaines valeurs
discretes du temps, on utilise également 1’appellation signal en temps-discret ou signal digital.

Exemple 4.1. Si on effectue un décompte journalier du nombre de clients fréquentant un magasin
pendant 50 jours, on obtient 50 valeurs constituant un signal numérique.

Cet exemple montre qu’un signal numérique peut tre considéré comme une fonction définie sur
un intervalle [ inclus dans Z ; on convient deés lors de le noter

fln], nelCLZ. 4.1)

La variable n varie par pas de 1. En outre, les valeurs d’un signal discret constituent une liste
ordonnée de nombres numérotés ; il s’agit d’un vecteur si la liste est finie ou d’une suite sinon.

La différence entre un signal discret et un signal analogique se marque non seulement via la
notation mais aussi a travers la représentation graphique. Ainsi, si on représente un signal analogique
par un graphe habituel (voir figure 4.1), on utilise un diagramme en batonnets pour représenter un
signal discret (voir figure 4.2).

FIGURE 4.1 — Graphe d’un signal analogique f(t).

101



102 CHAPITRE 4. SIGNAUX DISCRETS ET TRANSFORMEES

FIGURE 4.2 — Graphe d’un signal discret f[n].

4.1.1 Propriétés d’un signal discret

De nombreuses propriétés associées aux signaux analogiques ont également leur équivalent dis-
cret.

Un signal discret est réel si toutes ses valeurs sont réelles; il est complexe sinon.

Le signal analogique f(t) est dit causal si f(t) = 0, pour tout ¢ < 0. De méme, le signal discret
f[n] est causal si

fln] =0, Vn<D0. 4.2)

Le signal analogique f(t) est pair (resp. impair) si f(—t) = f(t) (resp. f(—t) = —f(t)), Vt € R.
De méme, le signal discret f[n] est pair (resp. impair) si

fl=n] = fln] (resp. fl—n] = —f[n]), Vn € L. 43)

A un signal analogique donné f (t), on peut effectuer un décalage temporel (ou time-shift) a1’ aide
de I’opération f(t — (). De méme, pour le signal discret

fln—negl, mno € Z. 4.4)

translate le signal f[n] de ng vers la droite si ny > 0 et de ng vers la gauche si ny < 0.
Le renversement du temps (ou time-reversal) f(—t) produit un signal symétrique a f (¢) par rapport
a I’axe vertical t = 0. Dans un signal discret, on utilise naturellement

fl-n], neZ. 4.5)

Le changement d’échelle de temps (ou time-scaling) f(at), avec a > 0, contracte (a > 1) ou dilate
(a < 1) le signal selon I’axe temporel. Dans un signal discret on utilise

flen), £ € Zo. (4.6)
Un signal discret f[n] défini sur Z est périodique s’il existe une constante N € Nj telle que
fln+ N] = fln], VneZ, 4.7)

La période de f est la plus petite des constantes /N obéissant a la condition (4.7).
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Proposition 4.2. Si f[n] est un signal numérique de période N, alors

fln+kN] = f[n], VkeZ, (4.8)
p+N—-1 N-1
o il = > fln), Wpez, (4.9)
n=p n=0
et, pour tout a € Zgetbh € Z,
flaN +b] (4.10)

est périodique de période ITN\ si % € No.

Démonstration. Les formules (4.8) et (4.10) sont évidentes. Etablissons la seconde relation dans la-
quelle on peut remarquer que les sommes jouent le réle, pour les signaux discrets, des intégrales pour
les signaux analogiques. En divisant p par /V, on obtient

p=gqN +r

ou le quotient ¢ € Z tandis que le reste € N est tel que 0 < r < N — 1. En observant que

p+N-1 p+N—-1

Y. flnl= Y fln—qN]

et en posant m = n — gV, cette derniere somme s’ écrit

r+N-1

Yo flml = Sl 4+ [IN=1+ [N+ + [N+ —1]
= [r]+ + fIN =1+ fl0] + - + flr = 1]

= flnl.

n=0

]

Le train d’impulsions unitaires (voir figure 4.3) est le signal discret périodique de période N défini
par

Suln] = 1 sin estun multiple de NV,
NPT 0 sinon.

FIGURE 4.3 — Graphe d’un train d’impulsions unitaires de période N .

Tout signal discret périodique de période N s’écrit

fln] =) flk]on[n— K] (4.11)
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puisque les deux membres sont des signaux discrets périodiques de période N, visiblement égaux
pourn=0,...,N —1.
Un signal discret est harmonique s’il est de la forme

fln] =ce™™, V¥YnecZ (4.12)

ou c € Cetw > 0. Un tel signal n’est périodique de période N = zw—” que si cette expression est un
entier naturel. Dans ce cas, les considérations relatives aux signaux analogiques harmoniques restent
valables.

On introduit des concepts analogues a la puissance et I’énergie pour un signal discret f[n]. La
puissance d’un signal discret périodique de période N est définie par

=, )
P:N;]f[nﬂ : (4.13)
L’ énergie d’un signal discret vaut N
E= )" |flnP (4.14)

Un systeme discret associe des signaux discrets d’entrée et de sortie. Il est linéaire aux mémes
conditions qu’un systeme analogique.

Exemple 4.3. Voici un exemple de systeme discret dans lequel les signaux d’entrée x|n| et de
sortie y[n| sont liés par la relation
zn| + 2z[n — 1] + z[n — 2

yn] = 1 , VneZ.

Dans un systeme discret, une équation différentielle du type (3.9) se voit remplacée par une équa-
tion aux différences du type

boy[n| + biyln — 1] + ... + byy[n — N| = apx[n] + a1z[n — 1] + ... + apyz[n — M| (4.15)

ou les coefficients a; et b; sont des constantes complexes. Tout systeéme discret décrit par une telle
équation est linéaire.
Un systeme discret est invariant si

zn] = y[n] = x[n — ngl] = yln — ngl, Vng € Z. (4.16)

4.1.2 Signal analogique échantillonné

Si on mesure un signal analogique f(¢) aux instants n7, et si on pose
fln] = f(nT.), ne€zZ,

on obtient un signal discret dit échantillonné, résultant de 1’échantillonnage du signal f aux instants
nT,; les valeurs f(nT,) constituent les échantillons extraits du signal f. La constante 7, > 0 est le
pas d’échantillonnage ou période d’échantillonnage. Chaque fois qu’un signal analogique est traité
numériquement, il doit d’abord étre échantillonné.
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Exemple 4.4. Si on effectue des relevés de température a intervalles réguliers de 3 heures de 0 a
24 heures, on obtient les valeurs
T(0),7(3),...,7(24)

constituant un signal numérique que [’on peut noter sous la forme
fln]=T@3n), n=0,...,8,
avec un pas d’échantillonnage T, = 3 h.

Dans un souci de cohérence avec la convention adoptée dans les chapitres précédents, la fréquence

d’échantillonnage
2

T
désigne en réalité la pulsation (ou fréquence angulaire).

4.17)

We

Exemple 4.5. Echantillonnons le signal f(t) = sin(wot), avec wy > 0, avec différentes fréquences
d’échantillonnage w.. Nous obtenons les résultats suivants.

1. Siw, = wy, le signal devient nul

Wo

2. siwe, = 8wy, on a

qui est un signal discret périodique de période 8;

3. et siw, = Twy, on

[ = f (n 2—”) ~ sin(2n),

TWo

un signal discret qui n’est plus périodique, malgré la périodicité du signal analogique initial

f(t).

Il est possible de préciser les conditions sous lesquelles un signal obtenu par échantillonnage d’un
signal périodique est périodique.

Proposition 4.6 (Périodicité d’un signal échantillonné). Le signal obtenu par échantillonnage
d’un signal analogique de fréquence wy est périodique de période N (N € Ny) si et seulement si

we = Nwy.
Démonstration. La période du signal échantillonné f[n] est le plus petit entier positif N tel que
fln+ Nl = fln], VneZ,

soit
f(nT,+ NT,) = f(nT.), Vne€Z.
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Si Tj désigne la période du signal f(¢), cette condition se traduit par

NT, =Ty
ou encore
We = NCL)O.
[
Dans les conditions de la proposition 4.6, la période du signal échantillonné est donnée par
T e
N=20_%

Te Wo

 Ausignal discret f [n] résultant de I’échantillonnage de f(¢), on peut associer un signal analogique
f(t) dont les seules impulsions se produisent aux instants n7,, en introduisant le peigne de Dirac de
période T,

fty=">" fln]o(t —nT.) = f(t) peny, (t). (4.18)

Le signal analogique f(t) est appelé signal analogique échantillonné.

Proposition 4.7 (Spectre d’un signal analogique échantillonné). Le spectre d’un signal analo-
gique échantillonné avec la période T, est périodique de période w..

Démonstration. Si F'(w) désigne le spectre du signal f(t), on obtient en vertu des propositions 2.27

et 3.12 .
F. [ f(t)} - % (F(w) xS weblw - kwe)> ,
soit o
o0
Ff0)] = 5 kz (F(w) % 8(w — k)
= X f F(w — kw,)
2 Pt
en utilisant la formule (3.26). O

4.2 Reconstruction d’un signal analogique

L’échantillonnage d’un signal analogique f(¢) engendre une perte d’information, sauf s’il est
possible de reconstituer f(t) a partir des échantillons f[n]. Ce procédé, appelé reconstruction, est
possible sous certaines conditions pour les signaux a bande limitée.

Le signal analogique f(t) est a bande limitée s’il existe une constante w. > 0 telle que

F(w) =0 pour |w| > w,. (4.19)

La valeur w,. désigne la plus petite fréquence positive donnant lieu a (4.19) et est appelée la fré-
quence critique. On appelle fréquence de Nyquist le double 2w, de la fréquence critique.
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Exemple 4.8. Le signal .
ft) = (a >0)

admet le spectre
F(w) = T recta, (w).
a

Ce signal est a bande limitée car F(w) = 0 pour |w| > a. La fréquence critique w. = a et la
fréquence de Nyquist vaut 2a.

Proposition 4.9 (Théoreme de Shannon). Si f(t) est un signal analogique a bande limitée de
fréquence de Nyquist 2w, et si f[n] désigne le signal discret obtenu par échantillonnage de f(t) avec
la période T,, alors on a

Zf smc( (t—nT)), vVt € R;

n=-—oo
pour autant que W, > 2w.

Démonstration. D’apres la proposition 4.7, on sait que

—+00
We

27T

k=—00

ANOIE Flw— k)

Il s’agit d’une fonction périodique de période w..
Si we > 2w,, les graphes des fonctions F'(w — kw,) sont disjoints (voir figure 4.4) de sorte que

Fu [f(t)] :;}—;F(w) si |w] S%

On peut des lors écrire
2 .
F(w) = = Fo [ £0)] rects, ().
We

En prenant la transformée de Fourier inverse des deux membres, on obtient, en utilisant la pro-
priété des produits de convolution de la proposition 3.11,

£0) = ZF R F0)]] # F rectu, ()],

We
soit
flt)y = i—t %f(t) * W Sinc (a;t)
+00 ¢
= Z fn]o(t —nT,) % sinc (—>
= Z fln smc( (t—nT)>

d’apres la formule (3.26). D’ou le résultat. []
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Flw+w) Fw) F(w—we)

. . M - W
—We —We () We @ We

FIGURE 4.4 — Graphe de F, [f(t)} quand w, > 2w,.

Le signal f(t) peut étre reconstruit a partir du signal échantillonné f[n] si w, > 2w,. Cette derniére
condition est appelée condition d’échantillonnage. La reconstruction n’est pas possible si w, < 2w.,.
Considérons par exemple le signal f(¢) = sin(w,t) dont le spectre est donné par

F(w) = —jm(6(w — we) — d(w + we)).
La fréquence de Nyquist vaut 2w.. Si on échantillonne ce signal a la fréquence w. = 2w,, on a
fIn] = f(nTt) =sin(nm) =0, Vn € Z.
Exemple 4.10. Le signal

sin?(7t)
12

ft) =

admet le spectre
F(w) = 72 trig:(w).

La fréquence de Nyquist vaut donc 4r. En échantillonnant f avec une période T, = }L, donc avec une

fréquence

2
w6:£:87r>47r,

la condition d’échantillonnage est satisfaite. On peut reconstruire f(t) par la formule

f(t) =16 jf Sanﬁ sinc (47r (t - Z)) . (4.20)

Exemple 4.11. L’oreille humaine n’enregistre que des sons dont la fréquence n’excede pas 20 kHz.
Les signaux audibles peuvent donc étre considérés comme des signaux a bande limitée dont la fré-
quence de Nyquist est de 7 - 80 000 rad s~1. Afin d’échantillonner des signaux audio sans perte d’in-
Sformation, on devra donc extraire au moins 40 000 échantillons par seconde. Un fichier informatique
d’un signal audio échantillonné doit satisfaire a cette condition.

4.3 Transformée de Fourier discrete

4.3.1 Approche intuitive
Soit f(¢) un signal analogique périodique de période T et de fréquence

2T
Wy = —*

T
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Si nous échantillonnons ce signal avec une période
T
Tve = N, N & N(),
donc avec une fréquence
2m

we:T:Nwo,
e

nous obtenons un signal discret

ol = fnt) = 1 (n ) mez;

périodique de période N en vertu de la proposition 4.6.
Recherchons une approximation des coefficients de la série de Fourier de f

1 /T A
ay = —/ f(t)e dmotdqt ke
T Jo
en utilisant les échantillons
fln], n=0,...,N—1,

associés aux valeurs de f en des points de I'intervalle [0, 7.
Le signal

g(t) = f(t)e ?rt

est périodique de période 7'; le signal discret

atil = ot =g (0 ) = £ ()
= Jhle 4.21)

est périodique de période N en vertu de la proposition 4.6.
On peut obtenir une approximation de I'intégrale a 1’aide de la méthode d’intégration numérique
des trapezes sur les N intervalles de pas 7.

/OTg(t)dt:Te(@+g[1}+,,_+gw_1]+_)‘

Etant donné que g[n] est périodique de période N, on a g[0] = g[N] et T,

7 V-1 = = .
~ Le _ _ - 422
= gl = S gl = S Sl e 422
n=0 =0 n=0

ou encore .

ap = NF[k] (4.23)
si on introduit I’expression
N—1

Flk =S flnle "% (4.24)
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Exemple 4.12. Considérons le signal analogique périodique de période 2, défini dans l’inter-

valle [0, 27] par
fi)y=1- M,
m

On vérifie aisément que ses coefficients de Fourier sont donnés par

2

si k est impair,

L
K =19 3 sik=0,
0 si k est pair et non nul.
Comparons les oy avec les quantités % dans le cas oun N = 128. Nous obtenons les résultats
suivants.
0 0,50000 | 0,500 00
1 —0,20264 |—0,20264
3 —0,02251 |—0,022 56
5 —0,00811 |—0,008 15
63 —0,00005 | —0,000 12
Nous constatons que les nombres % constituent une bonne approximation de oy, pour les petites

valeurs de k.

Le signal discret F'[k] joue un réle important dans le traitement numérique des signaux, et pas
uniquement dans I’approximation des coefficients de Fourier d’un signal périodique. C’est pourquoi
nous I’appellerons “transformée de Fourier discréte" du signal f[n].

4.3.2 Définition

La transformée de Fourier discrete du signal discret f[n] périodique de période N (N € Ny) est
le signal discret,

_ j27mkn

N-1
Flk] =) fln]e "~ , kel (4.25)
n=0

On dit aussi que F'[k] est la transformée de Fourier discrete a N points du signal f[n]. En général, on
précise rarement le nombre de points car ce nombre découle naturellement du contexte.
En particulier, on a

N-1
Flof= >  fln]
n=0
Comme le signal
fln ™

est périodique de période NV, la formule (4.9) permet d’écrire, suivant que N est un entier pair ou
impair :

Flk)= Y flnle ¥ siN=2M (4.26)
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ou

_ Jj27nk

M
Flk]= Y fln]e” "~ siN=2M+1. (4.27)
n=—M

Exemple 4.13. Soit f[n] un signal discret de période N = 5 tel que

Sa transformée de Fourier discrete est donnée, d’apres la formule (4.27), par

FIR) = 37 flle ™

jark j27k _ J27mk _ Jjarmk
= —e 5 —2e 5 +2e 5 +e 5

4 2
— _2jsin (%k) _ 4jsin (%k) .

Exemple 4.14. La transformée de Fourier discréte du signal

1 sin est un multiple de N,
fln} = onln] = { 0 sinon
est donnée par
Nl j2nnk
Flk] =) dn[n]e™~ =6y[0]1=1
n=0

4.3.3 Théoreme fondamental

Etablissons d’abord deux propriétés auxiliaires de la transformée de Fourier discrete.
Proposition 4.15. Le signal F[k| est périodique de période N.

Démonstration. De fait, on a

N .
F[k‘—{—N] _ Zf[n] 6_J2 (k]\}HV)

n=0
N-1 .

= Y flle " e
n=0

= Fk]

puisque e 772 = 1, O
Proposition 4.16. Quel que soit I’entier m, on a
No1o
e~ = Niy[m]. (4.28)

S
Il
o
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Démonstration. En posant Z, racine N°™ de 1

j 27

PEUS
4 =enN

ona Z"V =1 et la somme du premier membre s’écrit

= - N si m est un multiple de N,
(Zm)" =

_gmN .
‘ —11_ZZm =0 sinon,
n=

d’apres la formule calculant la somme des termes d’une progression géométrique. D’ou le résultat.
O

Cette derniere relation intervient dans la démonstration du théoreme fondamental, dont voici
I’énoncé.

Proposition 4.17 (Théoreme fondamental). Soit f[n] un signal discret périodique de période N.
Si F[k] désigne sa transformée de Fourier discreéte, on a

fn] =~ >_ FIk e N (4.29)

quel que soit n € 7.

Démonstration. En substituant F'[k] dans la somme du second membre, celle-ci s’écrit

1 M-l (N 0
N
k=0 \ (=0

,_.
K)
¥
B
r‘\
?r
kv
‘5’
2»
3

DMIl)

= fll]onln — 1]

=0
en utilisant la formule (4.28). Cette derniere somme vaut f[n| d’apres (4.11). [l

Il découle du théoreme fondamental que f[n] est I’'unique signal discret périodique de période N
dont la transformée de Fourier discréte est donnée par F'[k|, puisque f[n] s’obtient a partir de F'[k]
par la formule (4.29). On dit que f[n] est la transformée de Fourier discréte inverse de F'[k]. Comme
pour les signaux continus, on écrit

fln] < F[k] (4.30)

pour signifier que les signaux f[n] et F'[k] sont liés par les relations (4.25) et (4.29).
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Un signal discret périodique peut donc étre décrit dans le domaine temporel par f[n] et dans le
domaine fréquentiel par F'[k|.

On dit que F'[k] constitue le spectre discret de f[n]; il est complétement déterminé par le spectre
des modules ou des amplitudes (complexes) :

{|F[K]|, k € Z}, 4.31)
le spectre des arguments ou des phases (complexes) :
{arg F[k|, k € Z} . (4.32)

D’apres ce qui précede, le spectre d’un signal discret caractérise totalement celui-ci. En particulier,
si f[n] et g[n] sont deux signaux discrets de spectres respectifs F'[k] et G[k], on a

fIn] = g[n| & F[k] = G[k]. (4.33)

On remarque que la transformée de Fourier discréte inverse se ramene a une transformée de Fou-
rier discrete ordinaire puisqu’en permutant les indices n et k£ dans (4.29), on obtient

N-1

fIK = 5 3 Fln] e 5

n=0

Un seul algorithme suffit des lors pour calculer ces deux transformées.

4.3.4 Dualité

Proposition 4.18 (Principe de dualité). Si
fln] < Fk],

alors
F[n] < N f]—k].

Démonstration. De fait, la transformée de Fourier discréte du signal F'[n| est donnée par

N—-1 - N—-1 Pen(—k)
Y Flnle "8 =Y Flnje” v =Nf[-k

d’apres la formule (4.29). []

La proposition 4.18 traduit la dualité (ou la réciprocité) de la transformée de Fourier discrete : si
on connait le spectre F'[k] du signal f[n], on peut en déduire le spectre du signal F'[n] (qui est encore
périodique de période N d’apres la proposition 4.15).

Exemple 4.19. D’apres I’exemple 4. 14, on sait que

1l s’ensuit que
1+ NdN[—k’] = NdN[k],

ce qui signifie

=

—1
_ j27nk

e N :N(SN[k]

i
=)

On retrouve la relation (4.28).
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4.4 Propriétés de la transformée de Fourier discrete

Tous les signaux discrets rencontrés dans ce paragraphe sont supposés périodiques de période V.

4.4.1 Opérations élémentaires
Proposition 4.20 (Spectre d’une combinaison linéaire). Si
fIn] ¢+ FIK] et gln] « Gk,

alors
A [n] + pg[n] <> A\F[k] + uG[k], YA, ueC.

Démonstration. En effet, le spectre du signal \f[n]| 4 pg[n] est donné par

=

_ j2mnk

(Af[n] + pg[n])e™ "~

3
Il
o

Nl j2nnk Nl j2nnk

_j2mnk _ j2mnk
A flnle N +p) glnle T F
n=0

= n=0
= MNF[k] + pGIk].
[
Proposition 4.21 (Spectre du signal conjugué). Si f[n] <> F[k], alors
fln] < F[=k].
Démonstration. De fait, le spectre du signal W est donné par
N_l— j2mnk Nl j2mnk
ple = 3 fln) e
n=0 n=0
~ FIA
O

4.4.2 Modification dans le domaine temporel

Proposition 4.22 (Translation d’un signal). Si f[n] <> F[k] et si ng € 7Z, alors

_j27rn0k

fin—mno) e Fk].

Démonstration. Si dans la somme

i

fln —nl e 5

3
I
o



4.4. PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE 115

représentant le spectre du signal f[n — ngl, nous posons m = n — ny, cette somme devient

N—-1—ng N—1-ng
Z f j27‘r(m+n0)k 327rn0k Z f 727rmk
m=—ngo m=—no
]27rn0k Z f g?rrmk
en vertu de (4.9); d’ot le résultat. ]

Exemple 4.23. Comme
on [n] 1,

ona
j2mngk

In[n —ngl <> e N

Les signaux f[n] et f[n — no| ont le méme spectre d’amplitudes (complexes) puisque

_ j2mngk
N

e CIEa
mais pas le méme spectre de phases (complexes) car

2mnok
N

j2mngk
arg (e’ N F[k]) = arg F[k] —
Proposition 4.24 (Renversement du temps). Si f[n] <> F'[k], alors
fl=n] & F[-k].

Démonstration. De fait, le spectre de f[—n] est donné par

Nl k Nl j27 (N )k
j2mtnk T(N—n
fl=n]e "% = fIN=nle "~
n=0 n=0
N j2mmk
= 3 e
m=1
ou encore en utilisant la relation (4.9) et en rebaptisant m par n
N-1 . N-1 S
27rn ™
S flenle S = Y fale
n=0 n=0
= F[-4]

]

Proposition 4.25 (Parité d’un signal). Un signal discret est pair (resp. impair) si et seulement si
son spectre est pair (resp. impair).
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Démonstration. Si f[n] désigne un signal discret de spectre F'[k], on a
fInl pair < f—n] = f[n] & F[—k] = F[k] & F[k] pair,

d’apres la proposition 4.24.
On raisonne de méme pour un signal impair. [

On peut adapter I’expression du spectre d’un signal pair ou impair. Si f[n] est pair, on a

Flk] =

N-1

Z f[n] <€_j2;rvnk + ej?]ﬂ\';zk) 7

n—

soit

Flk = 3™ fln] cos (27;\7;‘k) (434)

en utilisant les formules d’Euler.
Si f[n] est impair, on montre de maniére analogue que

Flk] = —j Ni f[n] sin (27;\’;]“) . (4.35)

n=0

4.4.3 Modification dans le domaine fréquentiel
Proposition 4.26 (Déphasage d’un signal). Si f[n] <> F[k] et si ¢ € 7Z, alors

j2mén

flnle ™~ <« Flk — 1.

Démonstration. En effet, on a

T
£

j2mén  _ j27nk

fln)e ™ eV = fln]e F 0 = Flk — 4]

i
o
i
=)

Exemple 4.27. Comme
1+ Noy [k’} ,

ona
j2mln
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4.4.4 Convolution de signaux discrets

Le produit de convolution de deux signaux discrets f[n] et g[n] périodiques de période N est le
signal discret

=2

(fxg)lnl = ) _ flllgln —1]. (4.36)

0

~
Il

On établit aisément que le produit de convolution est commutatif; en outre, le signal (f % g)[n] est
visiblement périodique de période N.

Proposition 4.28 (Spectre de convolution). Si
fln] < F[k] et gln] < Gk,

alors

(f x9)ln] < Flk| G[k].

Démonstration. En partant de la définition (4.36) et en utilisant les propositions 4.20 et 4.22, le
spectre du signal (f x g)[n| est donné par

NaGE e = (Z_fme”fv“‘) GIK
— FHGH.

Proposition 4.29 (Spectre d’un produit). Si
fIn] » FlK] et gln] < GIk],

alors

Fln] gln] & ~(F « G)[H]

Démonstration. Le spectre du signal f[n] g[n] vaut

ou encore, en utilisant la formule (4.29),

> (%ZFMW")g[n] = LY RN (ng )

n=0 =0




118 CHAPITRE 4. SIGNAUX DISCRETS ET TRANSFORMEES

4.4.5 Energie d’un signal discret

Proposition 4.30 (Formule de Parseval). Si f[n| <> F[k], alors

N—-1 1 N—-1
DIl = Y IFIKIP. (437)
n=0 k=0

Démonstration. On obtient successivement

S Sfi = Y (% ] F[k]e”?v’“">ﬁ

n=0 n=

O

La formule de Parseval s’interprete en terme de puissance. Sachant que la puissance d’un signal
discret périodique de période NV est donnée par

=,
~ DUl
n=0
la formule de Parseval exprime que la puissance du signal f[n],

1 ! ok
fin] = 5 Flkle™~",
k=0

est égale a la somme des puissances de chacun des termes du second membre.
La formule de Parseval peut étre utilisée pour calculer certaines sommes représentant la puissance
de signaux.

Exemple 4.31. Considérons le signal discret périodique de période N

fln] = sin (2%") |

Comme

fln & Flk] = % (Gl — 1] — Sk + 1))
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de sorte que

Fm=:%
FIN-1] = F[—l]:—%.,
Fl0] = F[2]=F[3]=...=Fn—2=0.

Envertude (4.37), on a

4.5 Signaux non périodiques

Nous avons vu dans la section 4.3.1 que la transformée de Fourier discrete permettait de calculer
de maniere approchée les coefficients de Fourier d’une fonction périodique, via la formule (4.23).
Nous allons montrer que 1’on peut également utiliser la transformée de Fourier discrete pour détermi-
ner le spectre d’une fonction non périodique.

4.5.1 Introduction
Soit f(t) un signal analogique intégrable dans R. Son spectre est donné par

+oo
F(w) = f(t)e 7t qt.

—00

SiT > 0, on peut écrire

Flw) = /_Tf(t)ej”t dt + 4>Tf(t)ej“t dt
= Fr(w)+ Rp(w). )

Comme le module du reste

WMMSLMVW%

tend vers 0 quand 7" — +o00, la fonction F7r(w) constitue une approximation crédible de F'(w) pour
autant que 7' soit suffisamment grand.

Recherchons une valeur approchée de Fr(w) en utilisant la méthode des trapézes. En subdivisant
Iintervalle d’intégration [—7, 7| en 2N intervalles de méme largeur % et en posant t, = n %, on

obtient
1

Fro) = & (% o5 e S0 ) |

n=1-N
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En introduisant le signal discret f,, périodique de période 2N défini par
fpoln] = f(tn), sin=—-N+1,...,N—1,
Hl=N] = S(f(=T)+ f(T));

il vient

[\

#(7) = %(“ Do O 2 3 e

n=1—-N

N—
Z -5 (4.38)

12

Zlﬂ

Au facteur % & DPres, on voit apparaitre la transformée de Fourier discrete a 2V points du signal

foln].

Si f(t) est un signal causal, on a

T
= / f(t)e 9t dt
0

et la méthode des trapezes conduit a

Fr(w) ~ % ( f(0)+2 i ft)e ¥ 4 f (T)e—ij) .

En introduisant le signal discret f,, périodique de période /N défini par

foln] = f(t,) sin=1,...,N—1
RO = SUFO) + (D)
il vient
Fr (2?) %ZO R (4.39)
Le second membre est, au facteur % pres, la transformée de Fourier discrete a /N points du signal
fplnl.

Exemple 4.32. Considérons le signal causal

dont le spectre est donné par

En prenant T' = 5, il vient
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avec

| Rs(w)| =

Déterminons une approximation de F: 5(%”) par une transformée de Fourier discréte a N = 128 points

“+o00

F(t)e

0

“+oo
g/ e 2dt ~2,3-107°.
5

conformément a la formule (4.38). On obtient les résultats suivants :

k (%) F(5)
00,5002 0, 5000
1]0,4554 —0,1429 j | 0,4551 — 0, 1430 j
20,3587 —0,22527 | 0,3585 — 0,2251
310,2651 —0,24937 | 0,2648 — 0,2496 5
63 | 0,0016 — 0,0200 | 0,0013 — 0, 0252 j
64 | 0,0015 —0,01955 | 0,0012 — 0,0248 4
65| 0,0015 —0,01955 | 0,0012 — 0,0244 5
126 | 0,0008 — 0,0002 7 | 0,0003 — 0,0126 5
127 | 0,0008 — 0,0005 7 | 0,0003 —0,0125 5
128 | 0,0008 — 0,0007 7 | 0,0003 — 0,01241 3.

Les approximations ne sont crédibles que pour les petites valeurs de k; en pratique, on se limite
généralement a k = %

4.5.2 Transformée de Fourier rapide

La transformée de Fourier discrete 2 N points transforme le signal discret f[n] périodique de
période N en un signal discret F'[k] de méme type

N—-1
Flk] =Y fln] Z3F (4.40)
n=0

ol nous avons posé une racine N de I'unité

j2m

Z N — 677,
telle que Z§ = 1.
Le calcul de F'[k|, pour une valeur fixée de k, nécessite 2(N — 1) opérations élémentaires : (N —1)
multiplications et (N — 1) additions. Par conséquent, le calcul des F'[k] pour k = 0,..., N — 1 exige

2N(N — 1) =2N?* - 2N (4.41)

opérations élémentaires. Ce nombre, de 1’ordre de N2, prend des valeurs d’autant plus grandes que N
est grand. Il en résulte un risque accru de propagation d’erreurs d’arrondi qui risquent d’entacher la
crédibilité des résultats obtenus.

La transformée de Fourier rapide (en anglais fast Fourier transform, ou FFT en abrégé) est un
algorithme qui réduit le nombre d’opérations de la transformée de Fourier discrete. Elle est basée sur
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une factorisation de N. Nous allons décrire la FFT dans le cas ou /V est un nombre pair de sorte que

N - 2N2

Soit N = 2N, out N, € Ny. Calculons F[k] pour k = 0,..., N — 1 d’apres la formule (4.40).

En effectuant une division entiere de n par 2, on obtient
n=2ny+n;

avec 0 < n; <letny > 0.
Puis, en divisant k£ par Ny, on a

]i] = klNQ + kg
avec 0 < ky < letky < Ny—1.
Par conséquent,
1 Np—1
FIR =" 3" flong +ny) Zgmetm et
n1=0 n2=0
Comme
Z](\?”Q‘Fnl)(klNZ‘i‘kQ) — Z]QVnzk’lNz Z]2Vn2k2 Z}Z}lklNQ Z]?z,;kz
_ g R i g
= 1ZpR(-1)mkzyk,
il vient
1 No—1
Flk] =Y (=1)"hZ35 N7 fl2ng +ng) 232,
n1=0 ng2=0
Posons
No—1
Crny[mn, ko) = D 202 +na] Z32™.
no=0

Les expressions
Cny[0, k2] et COpy[1, ko] (k2 =0,...,Ny —1)

représentent respectivement les spectres des signaux discrets
f[?ng] et f[2n2+ 1] (TLQ :O,...,NQ - 1)

périodiques de période Ns.
L’expression (4.44) de F'[k] devient

Flky Ny + k] = Oy [0, ko] + (=11 282 C, [1, ks).

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

La transformée de Fourier discrete a /V points s’obtient donc a partir de deux transformée de Fourier

discrete a % points. En séparant les cas k; = 0 et k; = 1, on obtient,

Flko) = Cn,[0, ko] + Z52 O, 1, ko (ky=0,...,Ny —1);
F[Ng-f‘kfg] - ON2[0,I{72]—Z]I?CN2[1,]€2] (k‘zzo,...,NQ—l).

(4.46)
(4.47)
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Afin de donner une version matricielle de la FFT, introduisons les matrices de dimensions 2 X Ny :

M, = (f[O] 2 f[zNQ_z])

fI £ . f2Ne —1]
Crl00 Cwl0,1] o G0Ny 1]
Cn: = <ON2[ L0 ZyCy[11] .. Zﬁrlczvz[LNz—”)
Flo Fl1 ... F[Ny—1
Mr = <F[][V]2] F[Nz[il] F[[2N2—1]])'

L’algorithme de calcul de la transformée de Fourier discrete du signal f[n] périodique de période
N comporte donc les étapes suivantes :

1. construire la matrice My,

2. la premiere ligne de la matrice C'y, est la transformée de Fourier discrete a N, points du signal
dont les valeurs occupent la premiére ligne de My,

3. la deuxieme ligne de la matrice Cy, s’obtient de maniere analogue a une différence pres :
I’élément Cy,[1, k3] occupant la colonne ko doit étre multiplié par le facteur Z ke

4. les éléments d’une colonne de My s’obtiennent par les formules (4.46) et (4.47), respectivement
en ajoutant et en soustrayant les éléments de la colonne correspondante de la matrice Cly, :
chaque colonne de My est donc la transformée de Fourier discréte a 2 points du signal discret
périodique de période 2 dont les valeurs occupent la colonne correspondante de Cy,.

Evaluons le nombre d’opérations (complexes) exigées par les formules (4.46) et (4.47) :
1. 2(2N3 — 2N,) pour le calcul de deux transformées de Fourier discréte 2 Ny points ;
2. Ny — 1 pour le calcul des Z]’i? (ko =1,...,No—1);
3. N, additions pour les F[ks];
4. N, soustractions pour les F'[Ny + k).

On arrive donc a un total de

N
2(2N22—2N2)+3N2—1:N2—§—1.

Par rapport a la transformée de Fourier discrete classique, le nombre d’opérations est donc approxi-
mativement divisé par 2.

Le calcul d’une transformée de Fourier discrete a N = 2™ points est courant en pratique. On
applique successivement (m — 1) fois ’algorithme de la FFT.

Si nous désignons par ¢(m) le nombre d’opérations exigées par cette méthode, on a

p(m)=2¢(m—1)+3-2"1 1, Vm>2.
Comme ¢(1) = 2, on établit aisément par récurrence que
p(m) = (3m —2)2™ ' 41 = O(m2m ™).
Le nombre d’opérations est de 1’ordre de
m2™ = Nlog, N. (4.48)

Comparé a N2, il s’agit d’une réduction considérable pour les grandes valeurs de N : pour N = 210
(~ 10%), on a de I’ordre de cent fois moins d’opérations

Nlogy, N ~ 10* < N? ~ 10°.
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Applications

4.5.3 Exercices

1) Déterminer le spectre d’un signal périodique discret de période 2.

2) Calculer la transformée de Fourier discrete du signal discret alterné +1, —1,
a) a2 points,
b) a4 points.

3) Un signal périodique discret de période 4 est donné par

fl=2=1, fl-1]=0, fl0]=2, f{i]=0.

Déterminer le spectre de f.
4) Calculer la transformée de Fourier discrete du signal périodique de période NV

j2mén

fln]~e v
ou ¢ désigne un entier.
5) La figure 4.5 donne le graphe dans I’intervalle [0, 7| du signal f(t) périodique de période T :

lo—

-

0 % T
FIGURE 4.5 — Graphe de f(t) pour ’exercice 5.

Comparer le coefficient de Fourier oy de f(t) avec la valeur F'[0] de la transformée de Fourier
discrete a NV points de f(t) dans le cas ou N est pair et dans le cas ot IV est impair.

6) Reprendre la méme question avec le signal f(¢) dont le graphe dans [0, 7’| présenté sur la figure

4.6.
lo— ©
l. [ ] [ ]
2
o o .t
0 T T
2

FIGURE 4.6 — Graphe de f(t) pour I’exercice 6.

7) Soit f[n] un signal discret périodique de période 3. Si

1 V3

w=3 g
montrer que la transformée de Fourier discrete F'[k] de f[n] est donnée par

Fk] = f[0] +w® f[1] +w* f[2].
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8) Soit f[n] un signal discret périodique de période 4, réel et pair. Montrer que la transformée de
Fourier discréte F'[k] de f[n] est donnée par

FIO] = Fl0]+2/11) + f12]
Fl1J = f[0] - f[2]

Fi2 = fl0]=2f[1] + f[2]
F3] ]

9) Déterminer la transformée de Fourier discréte inverse du signal F'[k] périodique de période 4

donné par
Flo]=1, F[1]=0, F[2]=0, FI[3]=1.

10) Le signal discret f[n] périodique de période 4 admet le spectre

jkm

Flk] =2e2.

Calculer f[n] pourn =1,2,3, 4.
11) Le signal discret f[n| de période N est donné par

Calculer le produit de convolution (f x f)[n].

12) Le signal discret f[n]| de période N admet le spectre

Flk] = cos (%) sin (4]7;—’“) |

Déterminer f[n] en utilisant le théoréme de convolution dans le domaine temporel.

13) Si f[n] et g[n] sont des signaux discrets de période N et si
fln] < F[k],  gln] < G,

montrer que

N-1 N-1
fIn]Gln] = )  Flk]g[k]
n=0 k=0
14) Calculer
N-1 nr
2 —
2 cos < N> .

15) Les coefficients de Fourier du signal f(¢) périodique de période T sont donnés par
05722042:1, 06712051:2, @0:1;

tous les autres coefficients étant nuls.
Soit g[n] le signal discret périodique de période 5 tel que

g2 =as g-l=a, g0l=ao glll=ar g2 =an
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a) Déterminer le spectre G|k de g[n].
b) Vérifier que

f (27”") = G[-m], YmeZ

5(,00

siwoz%’V

¢) Montrer que
1T L e )
= )| dt = - k)|~
7| e 5216

16) Les signaux discrets f[n] et g[n| périodiques de période N sont donnés par

fln] = on[n+1] = dn[n] + onln — 1],
gln] = cos <47TTH)

a) Déterminer le spectre de f[n].
b) Calculer le produit de convolution (f * g)[n].

c¢) Calculer la puissance du signal g[n].

4.5.4 Solutions
1) FlE] = f[0] + (=1)* f1].

2) a) F[0] =0, 2
b) F[0] =0, F[1]=0, F[2]=4, F[3]=0.

3) Flk] =2+ (—1)*
4) F[k] = Noy[l — K]

5) a :% ot % _ { st IV est pair,

st IV est impair.

NI NI

1
2N

1) (f % f)[n] = dn([n] + 20n5[n — 1] + dn[n — 2].
12) fln] = 45 (dn[n — 3]+ dn[n — 1] + dn[n + 1] + dx[n + 3)).

14) 2X.
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15) a) G[k] =1+ 2cos (?) + 4 cos (?),

o= / () Z|G< 2 =11.

16) a) F(k) = 2cos (35£) — 1,
b) (f x g)ln] = gln] (2cos F — 1),

1
C) 3"






Chapitre 5

Transformée de Laplace

5.1 Transformée de Laplace d’un signal

En physique, on utilise régulicrement des signaux qui ont été excités a un certain instant. Si on
choisit cet instant comme origine de I’échelle du temps, ces signaux sont représentés par des fonctions
nulles pour ¢ < 0. Ces signaux sont dits causaux.

La transformée de Fourier d’un tel signal est donnée par

F(w) = /0+00 e F(t)dt, weR.

Elle n’est définie que si f(t) € L;1(]0, +00[), condition rarement réalisée en pratique.

En particulier, la transformée de Fourier du signal échelon-unité ech(t) n’existe pas. En vue de
déterminer le spectre de ech, nous avons di recourir a la théorie des distributions. Cependant, si nous
multiplions ech(#) par le facteur e=?* (o > 0), le spectre de la fonction ech(t)e " existe et est donné

par
+o0 ) +o0 ) 1
/ eIt et dt = / e (oIt gt = —
0 0 o+ Jw

Ce phénomene se généralise : si une fonction f(¢) nulle sous 0 ne posséde pas de spectre, il y a
gros a parier que le spectre de la fonction

g(t) =e " f(t)

existe ; ce spectre nous conduit a I’intégrale

+oo ] +o0o )
/ eIt et f(t)dt = / e~ Wt £(1)dt
0 0

qui représente une fonction de la variable complexe p = o + jw, appelée transformée de Laplace de
la fonction f et notée L, f.

129
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5.1.1 Définition

Soit f une fonction de la variable réelle t. La transformée (unilatérale') de Laplace de f est la
fonction F' définie par I’intégrale

+oo
Fo)= [ emiwa pec (52)
0
pourvu que cette intégrale existe. On écrit aussi

F(p) = Lpf ou F(p) = L[f(1)].

La fonction F' est donc une fonction de la variable complexe p. L’étude de ces fonctions sort du
cadre de ce cours. C’est pourquoi les propriétés de [ seront établies dans le cas ou p € R. Cependant,
la plupart des propriétés seront valables pour p € C. On dit que F' est définie dans le p-domaine,
également appelé domaine des fréquences complexes.

On a donc

L) = [ (0 echit)d
R
et il vient

Lylf(1)] = /0 Ooe_ptf(t) ech(t) dt = L,[f(t) ech(t)].

La transformée de Laplace de f ignore les valeurs f(¢) pour ¢ < 0. C’est pourquoi nous supposerons
dorénavant que tous les signaux rencontrés dans la suite de ce chapitre sont causaux, c’est-a-dire
qu’ils sont nuls pour ¢ < 0, ce qui nous évitera de remplacer f(t) par f(t) ech(t) et permettra ainsi
d’alléger les notations.

La transformée de Laplace est étroitement liée a la transformée de Fourier. Si nous notons o la
partie réelle de p et w la partie imaginaire, alors

e = [ e = Fle 10 )]

Exemple 5.1. Calculons L,1 : en accord avec notre convention de n’utiliser que des signaux
causaux, nous calculons donc la transformée de Laplace de la fonction ech(t).

Ona
+o0
L1 :/ e Pt dt.
0

Etudions les conditions d’existence de cette intégrale :

e e Li(]0,+0]) & || = e~ (RP)t ¢ Ly(]0, +00]) ;
& Rp > 0.

1. Il existe également une transformée de Fourier bilatérale de Laplace définie par

+o0o
F(p) = / e P f(t)dt, peC (5.1)

dont la transformée de Fourier est un cas particulier si p est un nombre imaginaire pur jw.
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Si Rp > 0, on obtient
1 1
L1=—=[e?)f*=—= ( lim e ?" — 1> :
p

p t—4o00
Comme
lim |e "] = lim e~ Rt — (= lim e ™ =0,
t—+o0 t—+o00 t—-+oo
il vient .
L,1=— siRp>0. (5.3)
p

5.1.2 Conditions d’existence

Il résulte de la définition que £, f est défini si et seulement si
e P f(t) € Li(]0, +o0).

Comme cette condition d’intégrabilité n’est pas toujours facile a établir, nous allons fournir des condi-
tions suffisantes d’existence de £, f beaucoup plus faciles a vérifier en pratique (et qui sont d’ailleurs
satisfaites par les signaux utilisés en électronique).

Soit f une fonction de la variable réelle t. On dit que f est d’ordre exponentiel r (r € R) en +00
si on peut trouver des constantes /M > 0 et C' > 0 telles que

|f(t)] < Ce™, WVt e [M,+oo. (5.4)
La condition (5.4) est réalisée si
lim e " f(t) eR (5.5)
t—+o00

auquel cas la fonction e~ f(t) est bornée dans un voisinage [M, +oo[ de +00 : on a donc
IJC>0:]eft)| <C, Vte[M, +oof;
soit
|f(t)] < Ce™, Vit e [M,+oo.

La plupart des fonctions élémentaires sont d’ordre exponentiel en +oo :

— toute fonction bornée dans un voisinage de +oo est d’ordre exponentiel 0 en 400 : c’est le cas
des fonctions sint, cost,tht, arctgt et des signaux usuels introduits précédemment ;

— e (a € C) est d’ordre exponentiel Ra en +00 puisque
|6at’ — |€(Ra)t ej(Ia)t| — 6('Roe)t|€j(104)t| — 6(Ra)t

en notant que |¢’’| = 1, V0 € R;

— sht,cht sont d’ordre exponentiel 1 en +o00 car

sht et +et et et
< < = ¢t :
=5 =555 = wenm;
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— tout polyndme est d’ordre exponentiel € en 400 quel que soit ¢ > 0 : de fait, il suffit de
remarquer que

lim e *t™ =0, Ve>0,YmeN

t——+o00
et d’utiliser (5.5).

Bien entendu, la somme et le produit de deux fonctions d’ordre exponentiel 1,75 en 400 sont
encore respectivement d’ordre exponentiel max(ry, r5) et r; 4+ r5 en +o00.

Exemple 5.2. Certaines fonctions, telles e, ne sont pas d’ordre exponentiel en +o00. En effet, si
e’ < Cet, Vit e [M, +ool,

on aurait
T < O, Ve [M, +oof,

ce qui est impossible puisque

. 2_
lim e " = +o0.
t—+o0

Proposition 5.3 (Théoreme d’existence). Si f est continu par morceaux dans [0, +o0[ et d’ordre
exponentiel v en +00, alors L, f est défini si Rp > r.

Démonstration. Sous les hypotheses, on a
|f)] < Ce™, Vit € (0,400, (5.6)

C' désignant une constante positive. De fait, d’apres (5.4), il existe des constantes M > O et C; > 0
telles que

|f(t)] < Cie™, VYt e [M,+oo.

D’autre part, la fonction | f(t)|e~", étant continue par morceaux dans [0, +oo[, est bornée dans
[0, M] :
[f(B)e™ < Cy, Yt e [0,M].
Il s’ensuit que
1f(t)] < Ce™, Wt € [0,+o0

si C'= max(C, Cy).
Des lors, il vient

le PP f(t)| = e_(Rp)t\f(tﬂ < CemRr=mt i e [0, 400 .

Comme e~ Pt ¢ [,(]0,+oo] si Rp > r, le critére de Lebesgue assure 1'intégrabilité de
e P! f(t) dans |0, +00[. D’ou le résultat. O
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5.2 Propriétés de la transformée de Laplace

5.2.1 Opérations élémentaires

Proposition 5.4 (Combinaison linéaire). Si L,f1, ..., L, [, existent pour p fixé, alors quels que
soient les nombres complexes \; (i = 1,...,m), la transformée L, (3", \; fi) existe aussi et on a

L, <Z Aifi) =Y ALyfi (5.7)
i=1 =1

Démonstration. De fait,

m 400 m
c, (Z m) = / (Z Az’fz-(t>> dt.
i=1 0 i=1
m 400
= Z )\z / e_ptfl- (t) dt
i=1 0
puisque chacune de ces intégrales existe. D’ou le résultat. 0

5.2.2 Modification dans le domaine temporel

Proposition 5.5 (Théoreme du retard). Si L, f est défini lorsque Rp > r et sity > 0, ona

L,[f(t —to)ech(t —tg)] = e POL[f(t)] siRp>r. (5.8)

Y

A

y=f(@t) y=f(t—to)ech(t—to)

FIGURE 5.1 — Décalage temporel d’un signal.

Démonstration. On a
+o00
L,[f(t —to)ech(t —ty)] = / e P f(t — tg)ech(t — to) dt,
0

+o0
= / e P f(t —to) dt

to
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puisque ech(t — ty) = 0 des que ¢ < ty. En posant t — ¢, = s de sorte que

t=ty+s et dt=ds,

il vient
+o0
LoLF(t —to) ech(t — t5)] — / e~Pt+) £ () ds,
0
+00
= e_pto/ e P f(s)ds,
0
= e PL[f(t)]
pourvu que Rp > r. [

La fonction f(¢) étant supposée nulle pour ¢t < 0, la fonction f(¢ — o) est nulle pour ¢ < t; : la
présence du facteur ech(t —ty) dans le membre de gauche de (5.8) n’est pas absolument indispensable.
Si nous avons choisi de I’introduire, ¢’est pour mieux mettre en évidence le fait que f(t—tg)ech(t—to)
est nulle pour ¢ < ¢,. Cependant, ce facteur ech(¢ — ¢;) devient nécessaire si on translate la fonction
échelon-unité de ¢, vers la droite : on obtient alors

—plo

Lylech(t —ty)] = si Rp > 0. 5.9

Donnons deux applications du théoreme du retard.

Exemple 5.6 (Transformée de Laplace d’une impulsion rectangulaire). Calculons la transformée
de Laplace de la fonction rectangulaire de la figure 5.2

f(t) = Eech(t —a) — Eech(t —b). (5.10)
D’apres (5.7) et (5.9), il vient
—ap —bp E
Lf=ES— —ES— = Z(c — ) (5.11)
p p p

si Rp > 0.

Exemple 5.7 (Transformée de Laplace d’une impulsion sinusoidale). Soit la fonction

() = { sint sit e (0,7,

0 sit>m,
représentée sur la figure 5.3. On peut écrire

f(t) = sint[ech(t) — ech(t — )]
= sintech(t) —sintech(t — )
= sintech(t) + sin(t — m) ech(t — 7),

d’ou en admettant que L,(sint) = pQLH (formule (5.16))

LLf(t)] = Lyfsint] (1 +e7P) = (1+ e7Pm). (5.12)
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T
a

FIGURE 5.2 — Signal rectangulaire.

FIGURE 5.3 — Impulsion sinusoidale.
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Proposition 5.8 (Facteur d’échelle). Si L, f est défini lorsque Rp > r etsia > 0, ona

L[ (at)] = %/:5[ F(1)] siRp> ar (5.13)

Démonstration. Si dans I’intégrale

£, f(at)] = / o f(at) dt,

on effectue le changement de variables

de sorte que dt = i ds, il vient

pourvu que

D’ou le résultat. OJ

5.2.3 Transformée d’une fonction périodique

Le théoréme du retard permet également de calculer la transformée de Laplace d’une fonction
périodique a motif (voir figure 5.4).

Proposition 5.9 (Transformée d’une fonction périodique). Si f est une fonction périodique de
période T continue par morceaux dans [0, T), alors L, f est défini si Rp > 0 et on a

1

Lolf O] = 17 Lolfo(t)]

ou fy est la fonction motif de [ définie par

folt) = { g(t) z:rfoi.[o’TL

Démonstration. Comme | est continue par morceaux et bornée dans [0, 7], elle reste continue par
morceaux et bornée dans [0, +oo[ de par sa périodicité. Elle est donc d’ordre exponentiel 0 en +o00
de sorte que L, f est défini si Rp > 0.

En outre, on peut écrire :

F&) = folt) + fot = T) + fo(t =2T) +--- = folx — kT)
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AR

NG / \ N J/

fo(t) fol( t T) fo(t—QT) fo(t—aT)
FIGURE 5.4 — Fonction périodique f de période T et de motif fj.

d’ou

400 00
LIf0)] = / <Zfo<t—kT>> dt
_ g; /0 +Ooe‘ptf0(t—k:T) dt

= Z Ly fo(t — kT)]

[e.9]

= Y e L [fo(t)]

k=0

en appliquant le théoreme du retard. Il s’ensuit que

o
AL Ly fo(1)]
Ly[f ()] = Lyp[fo(t) kz_; =1_ .7
puisque la série obtenue est une série géométrique de raison e PT avec |ePT| = e~ RPT < 1 i
Rp > 0. [

Exemple 5.10. Calculons la transformée de Laplace du signal carré f(t) périodique de période
T (voir figure 5.5). La fonction motif étant définie par

1 s10<t<— T T
folt) =< =1 si% <t<T = ech(t) — ech <t—§) - [ech (t—§> —ech(t—T)],

0 smon

on obtient, si Rp > 0,

SRl

Lolfo(t))

_,T _
(1—2€p2+€”T> 11—e?s 1 _pT

— —tht.
Plaerz p 4
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Nl
~
_OJ

5
\
~

FIGURE 5.5 — Signal carré périodique.

5.2.4 Modification dans le domaine fréquentiel

Proposition 5.11. Si L, f est défini lorsque Rp > r et si o € C, alors
Lyle™ f(1)] = Lp-al /(1)) (5.14)
pourvu que R(p — o) > r.

Démonstration. 11 suffit de noter que

+o00
gl ) = [ et = £lf(0)
0
pour autant que R(p — a) > r, afin d’assurer I'intégrabilité de e =P~ f(¢) dans |0, +o0]. O

La proposition 5.11 permet d’obtenir la transformée de Laplace de ¢* lorsque o € C : ainsi

L,(e)y =L, (1) = . si Rp > Ra. (5.15)

On déduit aisément a partir de la les transformées de Laplace des fonctions sinus et cosinus trigo-
nométriques et hyperboliques. Si w € R, on a

Ep[sin(wt)] = ]m, si Rp > 0, (5.16)

L,cos(wt)] = ]ﬁ, siRp > 0, (5.17)
w .

Ly[sh (wt)] = PR siRp > |w|, (5.18)

Loleh(wt)] = 52— siRp> |ul. (5.19)
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Etablissons par exemple les formules (5.16) et (5.19), les autres s’obtenant de maniére analogue.

Ainsi,
Jwt —jwt
L [sin(wt)] = c(i—gi—J
1 w —Jjw
:Z[ﬁpejt e]t)}
1 .
= — { } , SiRp>0,
2j lp—jw p+jw
1 (ptjw)—(p—jw) w
2 p? + w? T op?+w?
tandis que

wt —wt
qmwnzzxi%iﬁ
1 w —Ww
= §[£p(e t>+£p(€ t)}
1 1 1
= —{ + , SIRp>wetRp>—w
2|lp—w pH+w
p .
= m, SlRp>|W|

5.2.5 Intégration et dérivation

Proposition 5.12 (Dérivabilité et comportement a I’infini). Sous les conditions de la proposition
5.3, L,f € Coo(]r, +00]) et on a quel que soit m € Ny,

Dt = (~)"L ), s
En outre,
Jim £, |f(t)] = 0.

Démonstration. Etudions cette propriété de la transformée de Laplace dans le cas ol p € R.
La transformée de Laplace

+oo
Epf:/ e P f(t)dt, pe]r,+oof
0

est une intégrale paramétrique dont la valeur dépend de la variable (ou du parametre) p. Il résulte de
la théorie des intégrales paramétriques que L, f € Cy(]r, +00[), ses dérivées s’obtenant en dérivant
sous le signe d’intégration, si I’intégrant

e f(t) € Cx(]r, +00])
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et si ses dérivées successives sont intégrables dans |0, +oco[. Ces conditions sont réalisées dans le cas
de L, f puisque
dm
%(e_ptf(t)) = (=1)me " f(t) € L1(]0, +o0)),
car
le Pt ()| < Ctme” Rt ¢ 1,(]0, +00]) .

On peut donc écrire 2

s = [ e o
dpm "y dpme ’

= ()" /Om e (1)
= (-1"L, ().

D’ autre part,

+oo , +o0o ® . C
L < P dt < C TP AL =
gl < [ lerraiase [ e
SiRp>r
C
L,01< S pelrntool.
p—r
d’ou
li = 0.
Jim Lyl =0

]

Ces résultats restent vrais si £, f est défini pour p > r, sans que f ne satisfasse aux conditions de
la proposition 5.3.

Proposition 5.13 (Transformée de la dérivée d’un signal). Si f € C1(]0, +o0), si f admet une
limite finie en 0%, notée f(07) et si [ est d’ordre exponentiel 1 en +oo, alors

& [T2] = et - 00 (5.20)

pour autant que Rp > r.

2. Plus précisément, la dérivation des intégrales paramétriques exige que les dérivées de I’intégrande soient majorées
en module dans tout compact K = [pg, p1] C |r, +oc[ par une fonction

gk (z) € L1(]0, +00]).

C’est le cas puisque
dm
W(eptf(t))‘ <tmem P < ymem oty € [pg, py].
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Démonstration. En intégrant par parties, il vient

VL0) I A ()
E[W} —/0 g

= e ) 4 / e dt,
— lim (1) — lim (e PF(E)) + pLyLF (D)

t—-+o0 t—0+

pourvu que Rp > r. Comme

lim (e ”"f(t))=0 siRp>r,

t—4o00

on obtient finalement

c, [df—(ﬂ — pL, ()] — Tim () = pLLFO)] — F(0°).

dt t—0+
O

La proposition 5.13 s’étend naturellement aux dérivées d’ordre supérieur.

Proposition 5.14 (Transformée des dérivées d’ordre supérieur). Si f € C,,(]0, +o0]), si CZ—,{ ad-
met une limite finie en 0", notée ‘5;—,{(0*) et si 6567,{ est d’ordre exponentiel r en +o0o,Vk = 0,...,m—1,
alors

d™f(t _ _ d O+ dm—l O+
Ly [ dtfns )] = Pmﬁp[f(t)] -p" lf(0+) -p" ? fElt ) ... dtTf—(l) (5.21)

pourvu que Rp > r.

Démonstration. Etablissons la formule (5.21) si m = 2, le cas général s’en déduisant de proche en

proche. La fonction 4 satisfaisant aux conditions de la proposition 5.13, on peut écrire

dt N [dzc;;gt)} L, [d];(tt)] B dfg;r)

ou encore, en tenant compte de (5.20),

P
= L] - prot) - L)

]

On déduit de la proposition 5.13 le théoreme des valeurs initiale et finale. Pour les besoins de ce
théoréme, nous supposerons que p € R.
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Proposition 5.15 (Théoréeme des valeurs initiale et finale). Dans les conditions de la proposition
5.13, ona
lim f(t) = lim pLy[f(t)]. (5.22)

t—0+ p—+00

Si, en outre, f(t) admet une limite finie en 400, alors

lim f(t) = lUm pL,[f(t)]. (5.23)

t——+o00 p—0+

Démonstration. D’apres (5.20), on a

c Wd—ﬂ L] — F(0F), V1

Faisons tendre p vers +oo : il vient

i £, [df—“)} — lim pL,[f(1)] - F(0F),

p—r+00 dt

d’ou, comme le premier membre est nul, en vertu de la proposition 5.12,
li L,f = f(0"
Jim pL,f = f(07),

c’est-a-dire (5.22).
Etablissons (5.23). Si f(¢) admet une limite finie en 400, f est alors d’ordre exponentiel 0 en +o00
etona

& [ L2 = eslsn - 10, w0,

d’ou, en faisant tendre p vers 0,

lim £, M

p—0 | dt

] = lim pL,f — f(07).
p—0~+
En observant que

: af()] [T _df(t)
lim £, {—} = hm/o e Tdt’

p—0 dt p—0
oo df (¢
= / lim e‘pt& dt,
0 p—0 dt
le passage a la limite sous le signe d’intégration est justifié par le théoreme de Lebesgue étant donné
que
@) _ |4 (@)
P < Ly(]0 :
’e dt ‘—‘ ar | € Fall0,Focl
df (t oo df (¢
lim £, —f< ) = / —f< ) dt,
p—0 dt 0 dt
= O™,

— lim f() - f(0),

t——+00
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on obtient finalement

lim f(¢) = lim pL,[f(t)].

t—-+o0 p—0+

]

Proposition 5.16 (Primitivation de la transformée de Laplace). Si f est continue par morceaux
dans [0, +oo[, d’ordre exponentiel v en 400 et si

lim @

t—0+ t

/+Ooﬁsfd$:£p {@], Vp > r.

satisfait aux hypotheses de la proposition 5.3 : £, [fT)} est défini si

# 00,

alors

Démonstration. La fonction £ (

p > r. Des lors, la proposition 5.12 assure que

%ﬁp {@]:—zpf, Vp > 7.

/+OO£Sfds _ /*”di s{fit)]ds,

()
t )],

- o[

puisque toute transformée de Laplace tend vers 0 en 400 en vertu de la proposition 5.12. [

Il s’ensuit que

Exemple 5.17. Calculons L,[***] sachant que L,[sint] = —'
sition 5.16 étant satisfaites puisque

sint
lim s =1,
t—0 ¢

: +oo +oo 1
L, [Sl—nt} = / Ly(sint)ds = / 5 ds,
t » » s+ 1

m
= [arctgs]; > = 5~ arctgp sip > 0.

il vient

La proposition 5.16 ne permet par contre pas de calculer L, [Coft} car
cost
lim — = oo.
t—0 ¢

D’ailleurs, cette transformée de Laplace n’est définie pour aucune valeur de p puisqu’au voisinage
de 0,

cost
t

—pt
61’

~ % ¢ L1(]0, +-00]).
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5.2.6 Convolution dans le domaine temporel

Proposition 5.18 (Théoreme de Borel). Si £, f et L,,g existent, alors
Lp(fx9) = LlfO] Lplg(t)]. (5.24)

Démonstration. On a

LLF) Lylo(t)] = / " e f(2) da / " e mg(y) dy

= / / e ) f()g(y) da dy,
[0,400[ x[0,4+00[

en vertu du critere de Tonelli. Effectuons le changement de variables linéaire

t: pu—
{ T4y @{[E s
S=x y=1t—3s

qui transforme £ = {(x,y) : 2 > 0,y > 0} en
E*={(t,s):t>s>0}.

Comme 5. y) -
z,y)| B
‘det ot | ‘d‘*( 1 -1 )‘ -
il vient
LFOLI0) = [[ i)t drds
= /+0° o Pt (/ f(s)g(t — s)ds )
= [ / f(s)g(t —s)d 1
= Ly(f*g)
en vertu de la formule (3.18). L]

Le théoreme de Borel permet de calculer la transformée de Laplace de la primitive d’une fonction.

Proposition 5.19 (Transformée d’une primitive). Si f € Cy([0, +o0]) et si f est d’ordre exponen-

tiel r en +00, alors
t 1
c, { / f(s)ds] = Lyl (5.25)

/0 f(s)ds = (F % 1)(2),

si Rp > max(r,0).

Démonstration. De fait, comme

le théoreme de Borel assure que

5[ f(s) ] = L1101 1 = 5 £,0)

pourvu que £,[f(t)] et £,1 existent, ce qui est le cas si Rp > sup(r, 0). O
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5.3 Transformée de Laplace de signaux usuels

Rappelons d’abord les propriétés de I'intégrale eulérienne de premiere espece

+00
['(n) = / e " Vdx, n>0.
0
Ona

I'n) = m=—1I'(h—1), VYn>1;
) —

d’ol en particulier si n € N,
I'(n)=(n-1)!.

La transformée de Laplace de ¢"* s’exprime en fonction de I'.

Proposition 5.20 (Transformée de Laplace d’une puissance). Sim > —1, ona

m _ L(m+1)
pourvu que p € Ry,
Démonstration. En posant pt = x dans I’intégrale
“+oo
L,[t"] = / e P dt,
0
il vient, si p > 0,
400 m q T 1
ﬁp[tm]:/ e—wx__x: (m: )’
0 p"op ™
I’intégrale étant définie puisque m + 1 > 0. [
La formule (5.26) permet de calculer
re) ir@i 1 1
£, |Vi| = () 3L 1vr_ —\/f (5.27)
p2 p2 2pvp 2\ p
1 INE
Ly {—] = (f) = /= (5.28)
Vi p? p
pourvu que p > 0.
Exemple 5.21. Sia,b,c € C, ona
2 b .
L,(at” + bt +¢) +—=+—- siRp>0.

PP
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La théorie des distributions permet par ailleurs de donner un sens a la transformée de Laplace de
la distribution de Dirac
L6(t)] =1 siRp>0. (5.29)

En effet, si on convient, comme dans le cadre de la transformée de Fourier, que

Lo)] = lim Ly, [fm(t)],

m——+0oo

avec
fn(t) = mrect 1 (t), (5.30)

m

il vient, en vertu de (5.11), et pourvu que Rp > 0,

L,[0(t)] = mgrfm% (62%,, _ e‘ﬁ)

ou encore, en posant £ = -,
m

£,[8(t)] = lim

e—0 pe
Constatant I’indétermination, une application du théoreme de 1’Hospital conduit a

T 42T
L5(6)] =lim 222 * g

e—0 p

N3

soit le résultat annoncé.

La démarche utilisée ci-dessus est purement intuitive. La transformée de Laplace de ¢ est liée a la
suite f,,, choisie pour la définir. Rien ne dit en effet que £, serait toujours égale a 1 si on adoptait une
autre suite f,,,. Une démonstration rigoureuse nécessiterait de passer par la théorie des distributions
qui sort du cadre de ce cours.

5.4 Transformée de Laplace inverse

5.4.1 Définition

La définition de la transformée de Laplace inverse découle du théoréme fondamental de la trans-
formée de Laplace qui exprime qu’une fonction f(¢) définie dans le domaine temporel peut étre
retrouvée sous certaines conditions a partir de sa transformée de Laplace F'(p).

Proposition 5.22 (Théoreme fondamental). Soit f(t) une fonction causale continiiment dérivable
par morceaux dans R et d’ordre exponentiel r en +o0.
Si F(p)=L,fetsip=o0+ jwaveco >r, ona

1 [t
F(p)e’ dw = f(t), Vt>0 € dom.f (5.31)

2 ) o

et, dans le cas d’une discontinuité au point t,

L[ F(p)e’' dw = %(f(t) + f(t1)), Vt>0¢ dom,f. (5.32)

2 ) o
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Démonstration. On a
e 7 f(t) € L1(]0, +o0)
car, en se reportant a la démonstration de la proposition 5.3, on constate que
[f(t)e™!| < Cem Vit € [0,+o0].
Il s’ensuit que la fonction
g(t) = e 7" f(t)ech(t) € Li(R).
La transformée de Fourier de g est définie si 0 > r et est donnée par
+00 +oo
Floo = [ et eyt = [ e p(0)dt = Flp)

o [e.e]

Comme g est intégrable et continiment dérivable par morceaux dans R, le théoreme de Fourier
(cfr proposition 2.3) assure que

1 [+

. 1
Dy F(o + jw)e’ dw = §(g(t7) +g(t")), VteR
En particulier, si ¢ > 0, on obtient

1 [T

[ Flo e do = S(F() + f e

ou encore, en multipliant les deux membres par e”*,
1 oo . (o+jw) 1 - +
o F(o + jw)e'” 7 dw = S (f(t7) + f(t7));
2m 2
d’ou le résultat. ]
Du théoreme fondamental, on déduit que la transformée de Laplace est une application bijective.

Proposition 5.23 (Bijectivité de la transformée de Laplace). Soient f et g des fonctions causales,
contintiment dérivables par morceaux dans R et d’ordre exponentiel r en +oc. Si

L,f =Ly, Vp:Rp>r,
alors les fonctions f et g sont égales dans R.

Démonstration. Soitp = o + jw avec 0 = Rp > r ett € R un point ou f et g sont continues.
D’apres le théoréme fondamental, on a

1 +o0 ot 1 +o0 ot
f(t):%/ L,fe dw:%/ L,ge" dw = g(t).

—00
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Soit f(t) une fonction causale, continliment dérivable par morceaux dans R et d’ordre exponentiel
r en +00. Si on pose

F(p) = L,[f ()],

la fonction f est ’'unique fonction dont la transformée de Laplace est F'(p) : on dit que f est la
transformée de Laplace inverse de F' et on écrit

On a donc
f(t) = LIF(p)] & F(p) = L,[f(t)]. (5.33)

La détermination de la transformée de Laplace inverse d’une fonction F'(p) ne s’opére pas via la
formule (5.31) car le calcul de I’intégrale

1 [t
F(p)e”" dw

2 J o

nécessite une connaissance approfondie de la théorie de 1’intégration d’une fonction d’une variable
complexe le long de courbes du plan complexe.

En pratique, on détermine la transformée de Laplace inverse a partir de formules découlant direc-
tement des propriétés de la transformée de Laplace.

5.4.2 Propriétés

Les propriétés de la transformée de Laplace inverse découlent directement des propriétés de la
transformée de Laplace. On les établit en notant que

ft)=9g(t) & Lyf =Lyg

et en utilisant la formule
L,L[F(p)] = F(p). (5.34)
Enoncons d’abord les principales régles de manipulation :

— combinaison linéaire

£ | Do NF)| = 2oL TR, (5.35)
=1 =1
— décalage fréquentiel
LOF(p— o)) =L [F(p)], (5.36)
— déphasage
Ly e F(p)] = ech(t — to) L, [F(p)], (5.37)
— dérivation
dm
L [dﬁ F(p)] = (=" L F ), (5.38)
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— transformée inverse d’une primitive

o0 1
L { / F(s)ds} = 2L F), (5.39)
p
— produit
L F(p) Gp)] = L' [F ()] * £ [G(p)), (5.40)
— primitivation d’une transformée inverse
F t
Lt lﬁ] = / L' [F(p)]ds. (5.41)
p 0
On y ajoute les transformées inverses usuelles suivantes :
Jo e Vm € N (5.42)
t pm_ - (m _ 1)[7 0 .
51{3; _ vn >0 (5.43)
t pn_ F(n) ’ ) .
L] = 6t), (5.44)
Lt { ! = e, (5.45)
p—a
. wo .
Lt {]m- = Sln(u)t), (546)
_ p ]
£t {pQ ] = cos(wt). (5.47)

Etablissons,  titre indicatif, 1a formule (5.36). Il s’agit donc de montrer que les transformées de
Laplace des deux membres sont égales : on a successivement

LIF(p—a)l =L F(p)] & LL7F(p—a)] =L, [e* L [F(p)]
~ F(p - a) = ’Cp—oz'ct_l[F(p)]

en vertu de (5.34) et (5.14). Cette derniere égalité est satisfaite d’apres (5.34), ce qui établit (5.36).

5.4.3 Transformée inverse d’une fraction rationnelle

Dans les applications pratiques de la transformée de Laplace, notamment dans la résolution d’équa-
tions différentielles, on est souvent amené a calculer la transformée inverse d’une fraction rationnelle.

Soit
N(p)

R(p) = Dlp)

une fraction rationnelle propre réelle. On peut la décomposer en une somme de fractions simples du

type
A Bp+C

——F et
(p—a)m (p? +bp+c)™
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oum € Ny, b,c € Retb? — 4c < 0 de sorte que £, '[R(p)] est la somme des transformées inverses
de ces fractions simples.
D’une part,

& ) = ] =

en vertu des formules (5.36) et (5.42).
D’autre part, afin de calculer

_1|: Bp—i—C :|
ol tom]

écrivons d’abord le trindme p? + bp + ¢ sous la forme d’une somme de carrés :

2 2 2
9 b b b 9
p+bp+c:<p+§) +C_Z:(p+§> +w

0ﬁw2:c—%zi(40—b2)>0.

On peut toujours écrire

b b
Bp+C:B<p—|—§)+D, avecD:C—B§

de sorte que
Bp+C D+ % 1

(p?2 +bp + )™ =B [(p+g)2+w2}m+D [(p+%)2+w2}m.

En utilisant (5.35) et (5.36), on obtient

_ Bp+C by P by 1
1 - st 1 5t 1
L {<p2+bp+c)m]_36 L {(p2+w2)m]+De L [<p2+w2)m]'

Il n’existe pas de formule générale donnant I’expression des transformées inverses du second
membre qui soit valable quel que soit m. On peut cependant les calculer de proche en proche. Ainsi,
pourm = 1,ona

1 D - _1 1 _ sin(wt)
L, Lﬂ +w2} = cos(wt) et L, |:p2 n w2] =—
Sim = 2, montrons que
_1 P _ tsin(wt)
L, {(pQ n WQ)Q} =2, (5.48)

et

1 1
o [(pQ n w2)21 =5 [sin(wt) — wt cos(wt)] . (5.49)
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Etablissons la relation (5.48) en utilisant (5.40) : il vient

-1 p P | 1 p
L {(p“aﬂ)z} = ki {p2+w2p2+w2]

i t
= sin(wt) * cos(wt)
w
1
= — [ sin(ws)cos|w(t — s)]ds
w Jo
1
= —/ sin(wt) + sin(2ws — wt)] ds
2w Jo
tsin(wt) 1 ¢
= SRR [cos(2ws — wt)]
t t 1
— Sl;fjw ) _ e [cos(wt) — cos(—wt)]
_ tsin(wt) )
N 2w

On peut également obtenir (5.48) en utilisant (5.38) : ainsi, de

. 1] _ sin(wt)
bolp 4 w? w
on déduit )
. —2p _ _ tsin(wt)
e T e

d’ou le résultat.
La relation (5.49) se déduit de (5.48) en utilisant (5.41) :

o] - [ |t

t .
_ / ssin(ws) s,
0 2w

1 R
e _— - d
52 [s cos(ws)]g + 5.7 /0 cos(ws) ds,

= L teos(wt) + -1 sin(wt)
= 2w2 COS|Ww 2&)3 Slrlu)7

1
= 53 [sin(wt) — wt cos(wt)] .

On peut également obtenir (5.49) en observant que

. 1 o 1 1
‘Ct {(pQ—i—w?)Q o Et p2—i—w2 p2+w2 ’
_ %(sin(wt)*sin(wt))

mais les calculs s’averent plus longs.
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Exemple 5.24. Calculons

L1
.

Décomposons d’abord la fraction rationnelle en une somme de fractions simples :

1 11 1 p—2

P+1 3p+1 3pP—p+1’

_ 1 1 _ 1 p—2
Lo || et S|P |
! {p3+1} 3 37 | pPoptl

Afin de calculer cette derniere transformée inverse, écrivons

p-p+l= (p—%>2+ (?)2

1l s ensuit que

et

de sorte que

5.5 Equations différentielles

La transformée de Laplace peut étre utilisée entre autres pour résoudre des équations différen-
tielles, des équations intégrales et des systemes d’équations différentielles.

Nous nous limiterons dans ce chapitre a la résolution d’équations différentielles linéaires a co-
efficients constants pour I’importance qu’elles revétent dans de nombreuses disciplines scientifiques,
mais la méthode de résolution développée s’étend aux équations différentielles linéaires a coefficients
variables.

Considérons I’équation différentielle

d" f(t) d" ' f(t) df (t)

an—, + T +...+ == +aof(t) =g(t) (5.50)
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ou les coefficients a; sont des constantes complexes (a,, # 0) et ol g(¢) est une fonction donnée.
La solution générale f(¢) de I’équation (5.50) dépend de n constantes arbitraires. Celles-ci peuvent
étre déterminées si la fonction inconnue f(t) est soumise a des conditions initiales du type

n—1

Dans ce cas, I’équation (5.50) admet une solution unique. Il s’agit d’un probleme de Cauchy.
Afin de résoudre I’équation (5.50), on procede comme suit :
1. on prend la transformée de Laplace des deux membres de (5.50);

2. en posant F(p) = L,f, on obtient une équation algébrique du premier degré que 1’on résout
sans difficulté;

3. la solution de (5.50) est alors f(t) = £; '[F(p)].

Illustrons cette méthode de résolution a travers trois exemples.

Exemple 5.25. Résoudre

df;—f) +af(t)=0, f(0)=k. (5.51)

Prenons la transformée de Laplace des deux membres de I’équation différentielle. Si F(p) = L, f, on

L, [dfd—g)] =pF(p) — f(07) = pF(p) — k

de sorte que

k
pF(p) =k +aF(p) =0 Fp) = ==
La solution f(t) de (5.51) est donnée par
_ pr—1 k _ —at
fit) =L, (p+a) = ke ™.
Exemple 5.26. Résoudre
cf(t) | .df(t) _ .8t _4f0) _
oo T 0= T Of(t) =9, f(0) = == =0. (5.52)
En observant que
df (t
£ [LO] = pe ] - 10 = pF )
df (0™)

=p°F(p)

Ly [d2f(t)] = PL,lf ()] - pf(0F) —

dt? dt

et en prenant la transformée de Laplace des deux membres de I’ équation différentielle, il vient

V() + 6pF(p) + 9F(p) = =
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d’ou
9

(p—3)(p+3)*

F(p) =

La solution de (5.52) est donc donnée par

(p=3)p+3
Comme
9 11 1 1 3 1
(p—3)(p+3)? 4p—3 4p+3 2(p+3)*
on a finalement
g 1y —3t
f(t) = 1€ 1€ te
Exemple 5.27. Résoudre
) +95(t) = cos(2),  fO)=1, f(3)=-1.
Il ne s’agit pas d’un probleme de Cauchy mais d’'un probleme aux limites. Comme #d—(f) n’est pas
donné, posons cette valeur égale a C. Il vient successivement
d*f(t)
£ [ E22] + o2, 50)] = £eostzn)]
soit, en posant F(p) = L,[f(1)],
df(0") p
2F(p) —pf(07) = 2L 4+ 9F(p) = ——
PE®R) ~pf(0) = T 9F () = 5,

c’est-a-dire

2 p
9F(p)—p—C= :
(" +9)F(p) —p 2
Cette équation admet la solution
p+C p

F = + ,

W= et 09
4 p C 1 »p

5p2+9 p?’+9 5p>+4
1l s ensuit que

ft) =L F(p)] = 1 cos(3t) + ¢ sin(3t) + % cos(2t).

5 3
On détermine la constante C' en imposant f(%) = —1 de sorte que
¢ 1 12
—1l=——--C=—-
3 >
Ainsi,

f(t) = Zglcos.(Bt) + g sin(3t) + %cos(%).
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5.6 Exercices

Par souci de clarté, nous avons proposé la solution de chaque exercice a co6té de son énoncé.

1) Déterminer la transformée de Laplace des fonctions suivantes en précisant les valeurs de p pour
lesquelles cette transformée existe.

a) 2t ﬁ, Rp > 4] :

b) 22— et mett Ry >0
c) 6sin2t — 5cos?2t [%, Rp > O] ;
d (24 1) e 0] :
e) (sint — cost)? _%, Rp>0];
f)  4cos?2t _%7 Rp>0];
9 (t—1) PSS Ry > o) ;
(= 1Pu(t—1) e Rp>0);

Do e oL Re>0);

i) e tcos2t 1{#};5, Rp > 0] ;
k) 2e3sindt m, Rp > 3| ;
D e*(3sindt —dcosdt) |2 Rp> 2l
m) e *ch2t 1{%, Rp > 2|;
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n) e tsin’t _m, Rp > 0] ;
o) tsh2t (1324+4)25 Rp>2};
e[S gl gl gl Re>0);
q) tsin(wt) @%7 Rp > 0] ;

2 [ 2p(p?—3w?) .
1)  t*cos(wt) e Rp> 0] ;
s) t3cost %, Rp>0];
) @ In %Z, p > max(—a, —b)} ;
wy  Leosled) In Y2EE s 0] ;
v)  cos(wt + ) [%Zzsiw, Rp > 0] ;
w) shwtsin(wt) I%, Rp > |wl||;
x)  cos(wt)chwt Iﬁzwu Rp > |wl|;

. I a(p?+a?—p2) .
y) sinatcos 5t e i o e o) PR LG Bl Ul [

t o -
sin s 1w ,

Z) /0 . ds B (5 — arctgp) , p> O} ;

En déduire

t .
lim [ Tds [z]

t—+o0 0 S
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2) Vérifier le théoreme des valeurs initiale et finale pour les fonctions

a)

b)

3) Déterminer la transformée de Laplace inverse des fonctions suivantes :

a)
b)
9
d)
e)
f)

g)
h)
i)
),
k)
)

(1) = e,
f(t) =etcost.

1 1.5,
25 [5 € 2] ’
pfflﬁ [8 cos4t];
p26+ 1 [3sin 2¢];
?;%;182 [3cos2v/2t — 3v/2sin2v/21];
(\/1?2];1)2 1+5_\/%];

5p+4 24-30/p 2 3 _ 16 . /45] .
+ 2 5420 441 — 1V

11 7],

@ 2t AVt |

e °P .

o [ €*'(t = 5)*u(t = 5)];

p2§11—;;3-?-32 2 21e™ — 13€4t] ;

P iﬁ;im [e?!(3 cos 4t + sin 4t)];

pQT;?lJrl [ ~3 (COS—t—I— fsmi )} :
e 2 _

P2p+3pj-2 [(2e72072) — = (=2t — 2)];
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e3P
7215
L
p3(p?+4)
1
p2(p+1)2
2p2—4

(p+1)(p—2)(p—3)
_p=l
p2+4p+5

2p—1
p2+p+2

"

(p?—a?)?

FraET 07 T
p3p—8

Iﬁzg, a#0

(pr;)Q’ w#0
(p2+1w2)3’ w70
(psz2)3’ w#0

[1e=3sin2(t — 3)u(t — 3)];

2t2—1+cos2t | .
16 ’

[(t+2)e "+t —2];
[%(2163t — 8e?t — e‘t} :
[e?*(cost — 3sint)];

eat_e—bt .
a—b ’

rﬁ(at chat — shat];

[ﬁ(cos at — cos bt)} :

[% et — % e~t(cos /3t — +/3sin \/gt)} :
3 (e*at +2e% cos @)] ;

[oL (sin(wt) + wt cos(wt))] ;
[ (3—w?t?) sin(wt)—3wt cos(wt) | .
Sw? ’
) |:t sin(wt)—wt? cos(wt) ]
8w? :




5.6. EXERCICES

159

4) Résoudre les
Laplace

équations

a) y tay=e?

b) ¢y +y=tsint, y(0)=0

) L4+ Ri=e(t), i(0)=0

A
E i
|
:
! -
0 t
d) v+ 4y = sin2t,
y(0) =0, y'(0)=0

e) y'+3y +2y=0,
y(0) =0, y'(0) =1
f) " —3y + 2y =4t + 12¢71,
y(0) =6, y'(0) = —1
g) Yy —4y + 5y =te,
y(0) =4'(0) =0
h) y/// ‘|‘ y/ — 62t,
y(0) =4'(0) =4"(0) =0

différentielles

suivantes en utilisant la transformée

(e —e ™)+ C sia#2

e (it +O) sia =2
[1cost+ L(sint — cost) — Ie7];
[ %(1 - e_%t)

pour 0 <1t <ty
i(t) = 5
2 e zl(eth — 1)

pour t > t;

e(t) = Elech — u(t — t1)];

[£(4b+ 1) sin2t — L cos 2t] ;

[e—t _ e—Qt] :

[3et — 2e?" + 2t + 3 + 2¢71];
[3el(t+1) — 5 e*cost];

[s5(e* — 2sint + 4 cost — 5)];

de
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W # Wy : cos wot — cos(wt
7£ 0 WQ _ W% ( 0 ( ))
i) oy + wly = acoswot, ' ;
y(0) =4/(0) =0 W=y at — sin wqt
L 2(4}0
wFw:  — |sinwt + ——— (wsinwgt — wpsin(wt))
: " 2 . w w* — Wy
D Y +wry = asinwgt,
y(o) = 07 y/(O) =1 ] =W (2wo+a) sinc;(zf;awotcoswot

K)oy 42 oy =etsin2t,  [et ((1—t)cos2t+ Esin2t)];
y(0)=1,4'(0) =0

D yW(t) — 16y(t) = 30sint,  [2(sin2t — sint)].

y(0) =0, ¥(0)=2
y'(m) =0, y"(m)=—18

5) Résoudre les équations différentielles suivantes en utilisant la transformée de

Laplace :

a) ty+(1 -ty =t—1, [—t + k];
y(0) =k

b) ¢y +ty —y=0, [t];

y(0) =0, ¥(0)=1

o) ty'+(t—-1)y —y=0, [5e7].
y(0) =5, Tim y(t) =0
t——+o0
(N.B. : Utiliser le théoréme des valeurs initiale et finale dans la résolution des exercices b) et
c).)
6) Résoudre les équations suivantes en prenant la transformée de Laplace des
deux membres :

t
a) —t* = —y(t)+ / y(s)sin(t = s)ds, [tQ * %} ;
0

t
b) 3+4t:/ Y g [g—ft—%(3+16t)];
o (t—s)
(N.B.:Onadmet que I'(n)['(1 —n) = ===si0 < n < 1.)
t

sin nm

c) Yy + 5/ y(s)cos2(t — s)ds = 10, (10 (4t + 2 sin3t)].
0
y(0)=0
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