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Fonctions usuelles

Echelon

1 si t>0
eCh(t):{o si t<0

Valeur principale de % (vulgarisée...)

1 Lsi t#£0
) =J ¢
Vp<t) {0 si ¢ =0
Signe
1 st t>0
sgn(t)=49 0 si t=
—1 st t<0

Produit de convolution

(f +9) <t>=/_®o F(r) gt — ) dr



1 Séries de Fourier

Si f est périodique de période T et vérifie les conditions de Dirichlet, on a

_ — jkwot _ 2
f(t) = Z ay, e (w(]?)

k=—0o0
avec
1 /2 .
= — ft)e * ot dqt (k€ 7).
/3
En posant

ar = Qp+o_p (k € Np)
b, = j(Oék — Od,k) (k € No)

on peut écrire

f(t) =ao+ Z(ak cos kwot + by, sin kwot)
k=1
avec

ap —

/ * Flt) cos(hwot)dt et by :% * Ft) sin(huwot)dt

2
T

!

!

Cas particuliers
e Si festréel, a_, = ay.

e Si f estréel et pair, les coefficients «y, sont réels et

D ay, Cos kwot = ay, € avecak:a— e 7).
f(t 20 kwot ot 2’“ kel
k=1

k=—o00

e Si f estréel et impair, les coefficients oy, sont imaginaires purs et

f(t) = E by sin kwot = Z oy, €700 avec oy, = —% by (k€ Zy).
k=—00
k=1 Pog;



Propriétés (f(t) <> ax, g(t) < Bk)

Af(t) + pg(t) | A +pbe | A, peC
It ok
f(t — to) e~ Ihkwoto ap | to € R
f(—1) o,
() jkwoory,
Formule de Parseval
1 3 2 = 2 "10|2 1 2 b |2
T 7Z|f(t)| t= > |l = 1 +§Z(|ak| + [x]%).
2 k=—oc0 k=1
Séries de Fourier de fonctions usuelles
f(t) Qg Conditions
recty (t) 9 gine (M0t 0<a<T
ectyr T sinc 5 a<
trig (1) ¢ sine? huoa 0<a<T
I, — S1ln a >~
A 2T 4
—1)*;
scir(t) ( k‘i I sik #0, =0




2 Transformée de Fourier

La transformée de Fourier d’une fonction f € L;(R) est définie par

“+oo

F(w) = f@)e " dt (= Fof)

auquel cas

£(t) = = /_ T P dw (= FOUF),

Cas particuliers
e Si festréel, F(—w) = F(w)

e Si f estréel et pair, F' est réel et pair et

Flw)=2 o f(t) coswt dt
0

e Si f estréel et impair, F' est imaginaire pur et impair et

+oo
F(w) =-2j f(t)sinwt dt
0



Propriétés (f(t) < F(w), g(t) < G(w))

Signal Spectre Conditions
M) +pgt) | AF(w)+pGw) | ApeC
70 ()

£t = to) eIt () ty € R
F(£)ernt F(w—a) aeR
f(at) ﬁ F (%) a € Ry
F-1 F(-w)

7o 1) ()" Fl@)  |menNy
() TEOW) men,
(Fro)t) | Flw) G

o) | o (FG)w)

Formules de Parseval-Plancherel

+o0o _ 1 400 —
- f(t) g(t) dt = o F(w) G(w) dw
+o00 1 400

/ f@)Pat = 5| |F(w)]? dw.

Principe de dualité

Si f(t) «» F(w) alors F(t) <> 2nf(—w)




Transformées de Fourier de fonctions usuelles

f(t) Fof Conditions
rect, () a sinc <a7w> a>0
sin at
; 7 rectaq (w) a>0
trig (1) @ sine? <%> a>0
L2
t
SH;QG T trige(w) a>0
2a
—alt
el R a>0
1 —a|w
Fra PR L
2
et \/E e da a>0
a
—at 1
ech(t)e S Ra >0
a+ jw
_ 1
ech(t)t em® , Ra >0
(a+ jw)?
ot a+ jw
ech(t) e~ cos bt , Ra>0,beR
(a+ jw)? + b2
ot b
ech(t) e~ “ sin bt Ra>0,beR




Transformées de Fourier de distributions

Distribution Spectre Conditions
o(t) 1
1 210 (w)
elat 2716 (w — a) a€eR
S (t) (Jw)™ m € Ny
tm 2™ (™) (W) m € Ny
. 1
sgn(t) —2j vp (—)
w
1 .
vp (;) —jm sgn(w)
, 1
ech(t) mo(w) — 7 vp (—)
w
o o 2m
pgn(t) k:Z:OO o(t — kT k:zjoo wod(w — kwp) > 0, wo T




Spectre discret d’une fonction périodique

Distribution

Spectre

Conditions

f(t) périodique
de période 7" et de
motif fo(t)

/_ ; F(r)dr

+oo

Z wo Fo(kwp)d(w — kwp)

k=—00

7F(0)d(w) — jF(w) vp <

)

fo(t) <> Fo(w)

+oo
f(t) _ Z ay, ejk:wot

k=—o00

oy, = Py wo F(kwo).

Si f est périodique de période T et de motif fo(t) et si Fy(w) = F, fo, alors




3 Transformée de Laplace

La transformée de Laplace d’une fonction f nulle sous 0 est définie par

oo
@mmzl P f(B)dt = F(p) (peC)|

Propriétés (a € C, to > 0, m € Ny)

Ly

Z Ai fi(t)] = Z Ai Lyl fi(D)],

| [ reras] =1 yisco)

Transformée d’une dérivée

L[] =p™ L[f@)] =™ f(0) = -+ = fO71(0),

10



Transformées usuelles (o € C, w € Ry, m € Ny)

1 m! )
L,[1] = m Lyt = e si Rp > 0;
I'(n+1)

L,[t"] = sin>—1letRp > 0;

anrl

NB:T'(n+1)=nl'(n), T (1> =+/m, T(m)=(m-1)

2
L,e™] si Rp > Ra;
p—«
. w p .
L,[sinwt] = pER L,[coswt] = PR siRp > 0.

11



Transformée de Laplace inverse

L)) =f(t) & Fp) = L[ ()]

Propriétés (a € C, to > 0, m € Ny)

Lt

Z A Fz(P)

= ZA L F(p),

LIF(p— o)) = e L [F(p)],

12



Transformées inverses usuelles (o« € C, w € Ry, m € Ny)

'1 1 m—1
o) < -

P pr] o (m—1)V
B 1 tnfl

Lt —] = sin > 0;
" (n)

1 n wt
} _ e Lt [ P } = coswt.

P? + w? w T P+ w?

13
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