
Signaux périodiques usuels
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Fonctions usuelles

Echelon

ech(t) =

{
1 si t ≥ 0
0 si t < 0

Valeur principale de 1
t (vulgarisée...)

vp

(
1

t

)
=

{
1
t si t ̸= 0
0 si t = 0

Signe

sgn (t) =

 1 si t > 0
0 si t = 0
−1 si t < 0

Produit de convolution

(f ∗ g) (t) =
∫ ∞

−∞
f(τ) g(t− τ) dτ
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1 Séries de Fourier

Si f est périodique de période T et vérifie les conditions de Dirichlet, on a

f(t) =
+∞∑

k=−∞

αk e
jkω0t

(
ω0 =

2π

T

)
avec

αk =
1

T

∫ T
2

−T
2

f(t)e−jkω0t dt (k ∈ Z).

En posant {
ak = αk + α−k (k ∈ N0)
bk = j(αk − α−k) (k ∈ N0)

on peut écrire

f(t) = α0 +
∞∑
k=1

(ak cos kω0t+ bk sin kω0t)

avec

ak =
2

T

∫ T
2

−T
2

f(t) cos(kω0t)dt et bk =
2

T

∫ T
2

−T
2

f(t) sin(kω0t)dt

Cas particuliers

• Si f est réel, α−k = αk.

• Si f est réel et pair, les coefficients αk sont réels et

f(t) =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos kω0t =
∞∑

k=−∞

αk e
jkω0t avec αk =

ak
2

(k ∈ Z).

• Si f est réel et impair, les coefficients αk sont imaginaires purs et

f(t) =
∞∑
k=1

bk sin kω0t =

∞∑
k=−∞
k ̸=0

αk e
jkω0t avec αk = −j

2
bk (k ∈ Z0).
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Propriétés (f(t) ↔ αk, g(t) ↔ βk)

λf(t) + µg(t) λαk + µβk λ, µ ∈ C

f(t) α−k

f(t− t0) e−jkω0t0 αk t0 ∈ R

f(−t) α−k

f ′(t) jkω0αk

Formule de Parseval

1

T

∫ T
2

−T
2

|f(t)|2 dt =
+∞∑

k=−∞

|αk|2 =
|a0|2

4
+

1

2

∞∑
k=1

(|ak|2 + |bk|2).

Séries de Fourier de fonctions usuelles

f(t) αk Conditions

recta,T (t)
a

T
sinc

(
kω0a

2

)
0 < a ≤ T

tria,T (t)
a

2T
sinc2

(
kω0a

4

)
0 < a ≤ T

sciT (t)
(−1)kj

kπ
si k ̸= 0, α0 = 0
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2 Transformée de Fourier

La transformée de Fourier d’une fonction f ∈ L1(R) est définie par

F (ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−jωt dt (= Fωf)

auquel cas

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)ejωt dω (= F−1

t F ).

Cas particuliers

• Si f est réel, F (−ω) = F (ω)

• Si f est réel et pair, F est réel et pair et

F (ω) = 2

∫ +∞

0

f(t) cosωt dt

• Si f est réel et impair, F est imaginaire pur et impair et

F (ω) = −2j

∫ +∞

0

f(t) sinωt dt
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Propriétés (f(t) ↔ F (ω), g(t) ↔ G(ω))

Signal Spectre Conditions

λ f(t) + µ g(t) λ F (ω) + µ G(ω) λ, µ ∈ C

f(t) F (−ω)

f(t− t0) e−jωt0 F (ω) t0 ∈ R

f(t)ejat F (ω − a) a ∈ R

f(at)
1

|a|
F
(ω
a

)
a ∈ R0

f(−t) F (−ω)

f (m)(t) (jω)m F (ω) m ∈ N0

tm f(t) jm F (m)(ω) m ∈ N0

(f ∗ g)(t) F (ω) G(ω)

f(t) g(t)
1

2π
(F ∗G)(ω)

Formules de Parseval-Plancherel

∫ +∞

−∞
f(t) g(t) dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω) G(ω) dω

∫ +∞

−∞
|f(t)|2 dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
|F (ω)|2 dω.

Principe de dualité

Si f(t) ↔ F (ω) alors F (t) ↔ 2πf(−ω)
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Transformées de Fourier de fonctions usuelles
f(t) Fωf Conditions

recta(t) a sinc
(aω

2

)
a > 0

sin at

t
π rect2a(ω) a > 0

tria(t)
a

2
sinc2

(aω
4

)
a > 0

sin2 at

t2
πa tri4a(ω) a > 0

e−a|t| 2a

a2 + ω2
a > 0

1

t2 + a2
π

a
e−a|ω| a > 0

e−at2
√

π

a
e−

ω2

4a a > 0

ech(t) e−αt 1

α + jω
Rα > 0

ech(t) t e−αt 1

(α + jω)2
Rα > 0

ech(t) e−αt cos bt
α + jω

(α + jω)2 + b2
Rα > 0, b ∈ R

ech(t) e−αt sin bt
b

(α + jω)2 + b2
Rα > 0, b ∈ R
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Transformées de Fourier de distributions
Distribution Spectre Conditions

δ(t) 1

1 2πδ(ω)

ejat 2πδ(ω − a) a ∈ R

δ(m)(t) (jω)m m ∈ N0

tm 2πjmδ(m)(ω) m ∈ N0

sgn(t) −2j vp

(
1

ω

)

vp

(
1

t

)
−jπ sgn(ω)

ech(t) πδ(ω)− j vp

(
1

ω

)

pgn(t) =
+∞∑

k=−∞

δ(t− kT )
+∞∑

k=−∞

ω0δ(ω − kω0) T > 0, ω0 =
2π

T
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Spectre discret d’une fonction périodique
Distribution Spectre Conditions

f(t) périodique
de période T et de
motif f0(t)

+∞∑
k=−∞

ω0F0(kω0)δ(ω − kω0) f0(t) ↔ F0(ω)

∫ t

−∞
f(τ)dτ πF (0)δ(ω)− jF (ω) vp

(
1

ω

)

Si f est périodique de période T et de motif f0(t) et si F0(ω) = Fω f0, alors

f(t) =
+∞∑

k=−∞

αk e
jkω0t

où
αk =

1

2π
ω0 F (kω0).
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3 Transformée de Laplace

La transformée de Laplace d’une fonction f nulle sous 0 est définie par

Lp[f(t)] =

∫ +∞

0

e−pt f(t)dt = F (p) (p ∈ C) .

Propriétés (α ∈ C, t0 > 0, m ∈ N0)

Lp

[
m∑
i=1

λi fi(t)

]
=

m∑
i=1

λi Lp[fi(t)],

Lp [e
αt f(t)] = Lp−α[f(t)],

Lp [ech(t− t0) f(t− t0)] = e−pt0 Lp[f(t)],

Lp[t
m f(t)] = (−1)m

dm

dpm
Lp[f(t)],

Lp

[
f(t)

t

]
=

∫ +∞

p

Ls[f(t)]ds,

Lp[f(t)] Lp[g(t)] = Lp

[∫ t

0

f(s) g(t− s)ds

]
= Lp[(f ∗ g)(t)],

Lp

[∫ t

0

f(s)ds

]
=

1

p
Lp[f(t)],

Transformée d’une dérivée

Lp[f
(m)(t)] = pm Lp[f(t)]− pm−1f(0)− · · · − f (m−1)(0),
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Transformées usuelles (α ∈ C, ω ∈ R0, m ∈ N0)

Lp[1] =
1

p
, Lp[t

m] =
m!

pm+1
si Rp > 0;

Lp[t
n] =

Γ(n+ 1)

pn+1
si n > −1 et Rp > 0;

NB : Γ(n+ 1) = nΓ(n), Γ

(
1

2

)
=

√
π, Γ(m) = (m− 1)!;

Lp[e
αt] =

1

p− α
si Rp > Rα;

Lp[sinωt] =
ω

p2 + ω2
, Lp[cosωt] =

p

p2 + ω2
si Rp > 0.
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Transformée de Laplace inverse

L−1
t [f(p)] = f(t) ⇔ F (p) = Lp[f(t)] .

Propriétés (α ∈ C, t0 > 0, m ∈ N0)

L−1
t

[
m∑
i=1

λi Fi(p)

]
=

m∑
i=1

λi L−1
t [Fi(p)],

L−1
t [F (p− α)] = eαt L−1

t [F (p)],

L−1
t [e−pt0 f(p)] = ech(t− t0) L−1

t−t0 [F (p)],

L−1
t

[
dm

dpm
F (p)

]
= (−1)m tm L−1

t [F (p)],

L−1
t

[∫ +∞

p

F (s)ds

]
=

1

t
L−1

t [F (p)],

L−1
t [F (p) G(p)] = L−1

t [F (p)] ∗ L−1
t [G(p)],

L−1
t

[
F (p)

p

]
=

∫ t

0

L−1
t [F (p)]ds.
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Transformées inverses usuelles (α ∈ C, ω ∈ R0, m ∈ N0)

L−1
t

[
1

p

]
, L−1

t

[
1

pm

]
=

tm−1

(m− 1)!
;

L−1
t

[
1

pn

]
=

tn−1

Γ(n)
si n > 0;

L−1
t

[
1

p− α

]
= eαt;

L−1
t

[
1

p2 + ω2

]
=

sinωt

ω
, L−1

t

[
p

p2 + ω2

]
= cosωt.
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